MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 1

1. KOMPLEKS SAYILAR
1.1. Kompleks Sayilarin Cebirsel ve Geometrik Ozellikleri

Tanim 1. z,y € R olmak iizere (x,y) siral ikililerine kompleks say
denir. Burada z, z nin reel kismi, ve y, 2z nin imajiner kismidir,

Rez = x

ve
Imz=1y

seklinde gosterilir. Kompleks sayilar kiimesi tizerinde sirasiyla esitlik, toplama
ve carpma iglemleri

(1’1,y1) = (-%2,92) < X1 = T2, Y1 = Y2,
(w1, 91) + (72,92) = (1 + T2, Y1 + ¥2),

(21, y1) (@2, y2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Y12T2)

seklinde tanimlanir.

Kompleks sayilar kiimesi toplama ve ¢carpma iglemleriyle bir cisim olugturur
ve kompleks sayilarda ¢arpma igleminin tanimina gore

(0,1)2 = (0,1)(0,1) = (0 — 1,0.1 + 1.0) = (—1,0) = —1

bulunur. Buna gore z kompleks sayisi

Z = (x>y) = (.CE, O) + (Ovy)
= (x, 0) + (0, 1)(y, 0)
=z -+

olarak yazilabilir. Kompleks sayilar kiimesi
C={z+iy:z,y e Ri*=—1}

seklinde gosterilir.
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Geometrik olarak bir z = x + iy kompleks sayisi R? veya zy-diizleminde
bir (x,y) noktasiyla egleyebiliriz veya orijinden (z,y) noktasma uzanan bir
vektor ile gosteririz. Bu durumda zy-diizlemine z- diizlemi veya kompleks
diizlem, x eksenine reel eksen, y eksenine imajiner eksen adi verilir.

y“- . i zmx+ly
lzl= ~sz+y2
i) i

Tanim 2. 2z = z + iy herhangi bir kompleks say1 olsun. Bu sayinin
eslenigi (konjugesi) Z simgesiyle gosterilir ve Z = x — iy olarak tanimlanmr. z
ve 7 sayilar1 z- eksenine gore simetriktir.

Tanim 3 (Mutlak deger). z nin mutlak degeri (modiilii) z vektoriiniin
boyunu veya z = (x,y) noktasinin orijine olan uzakhgini gosterir.

|z] = \/ﬁy2 = /(Re2)? + (Imz)?

seklindedir.

Soru 1. Asagidaki egitlikleri elde ediniz.
1) 2] = |2]

2)zz = 2%
3)z1 + 22 =71 + %

4) Z1R9 = Z1%2.

(@
N~—
/N

KK,
——
I
ST
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Cozum.

1) z=x+iy, 2| = Va2 +y?ve Z = v — iy, [Z| = V22 +(—y)? =

&% + y? seklindedir.

Buradan, |z| = |Z] elde edilir.

8

2) 2z = (z +iy)(z —y) = 2* +y* = |2,

3) z1 = 1 +iy; Ve 25 = Ty + iy, olsun. Bu durumda

21+ 29 = (1'1 + zyl) + (.1'2 + Zyg)
=T+ X9+ Z(y1 +y2)
=21+ 22 —i(y1 + y2) = (21 — iy1) + (2 — iy2)

=zZ1t+2z

elde edilir.

)

z122 = (z1 +1y1) (22 + 132)

= 2129 — Y1y + i(T1y2 + 1172)
= X1Ty — Y1Ya — 1(T1Y2 + Y172) (1.1)

Diger taraftan

Z122 = (1 — 1) (22 — iy2)
= T1Ty — 1T1Y2 — 1T2Y1 — Y1Y2
= X1Ty — Y1Yo — 1(T1Y2 + Y172) (1.2)

olur ve (1.1) ve (1.2 ) den istenilen esitlik elde edilir.
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o= G) - (xizy)

T — 1y T ]
= = — 1
:L-2_|_y2 332 +y2 x2+y2

o oy _rtay
—x2+y2+lx2+y2—x2+y2
B T+ 1y 11
(x+iy)(x—iy) x—iy =
bulunur.
6)
(i—;) = 2122_1 = Z1%9 !
_mm —He — 2
Z2 7

elde edilir.

Soru 2. Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz.

1)|z] > |Rez| > Rez.
2)|z| > [Imz] > Imz.
3)z122] = |z1][ 2.
4)|z1 + 22| <z + |22
5) [lz1] = |z2f] < 21 — 2.

_ |zl

|z2]

Z1L
22

6)

Cozum.

1) |z| = /(Rez)? + (Imz)? > |Rez| > Rez bulunur.
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2) |z] = /(Rez)?2 + (Imz)? > |Imz| > Imz bulunur.
3)
|2122] = (21 + iy1) (w2 + iya)|
= |2122 — Y1y2 + i(T1Y2 + T201)|
=V (2122 — y1y2)? + (w1y2 + T21)?
= \/ wiws + atys + 23T + YTyl (1.3)
Diger taraftan
21llza] = /o2 + 223 + o
= /@ + D) (a3 + )
= \/ wiw + ay3 + 23T + YTYs (1.4)

olur ve (1.3) ve (1.4 ) den istenilen esitlik elde edilir.
4)

|21 + 22]* = (21 + 22) (21 + 22)
= (21 + 22) (71 + 22)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222
= |z + 2% + 2123 + |2
= |21 |* + 2Re(2122) + | 2|
<|z1]* + 2|217] + |2/
= [21]* + 2|21 |[Z72] + |22f?
= [21]* + 2|z ]| 20| + |22
= (|21] + [ 22))*.

Her iki tarafin karekokii alinirsa |z + 25| < |21] + |22 elde edilir.

Ankara Universitesi Acik Ders Malzemeleri

Sayfa 5



MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 1

5) |z1| = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22| esitsizliginden |z] — |z] <
|21 — 23| = |22 — 21| bulunur. Diger yandan |z5| = |20— 21+ 21| < |20— 21|+ 21|
esitsizliginden |zy| — |21| < |29 — 21| olur. Bu yapilanlardan, ||z;| — |2o|| <

|21 — 22| elde edilir.

6) Oncelikle !%‘ = |71‘ oldugunu gosterelim.
I 1 =iy
2| |x4ay| |22+ g2

B 2 n y? B 1 1
(@ +12)? @+ a2+ 2 |4

bulunur. Boylece

elde edilir.

Soru 3. V 21,2, € Cigin
|Zl — ZQ|2 + |Zl + 22’2 =2 (|Zl|2 + |Z2|2)
oldugunu gosteriniz.

Cozum.

|21 — 2 + |21 + 22 = (21 — Zz)m-i— (21 + ZQ)M
= (01— =)(Z1 — %) + (a1 + 2)(7 + 22)
=221 — 212 — %21 T w2 + 212 + 212 + 221 + 2222
=2(z171 + 2272)

=2 (|21|2 + |z2|2)

bulunur.

Soru 4. z = z + iy olmak iizere || + |y| < v/2|z| oldugunu gdsteriniz.
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Coziim. |z| + |y| > v/2|2| oldugunu kabul edelim.

Bu durumda (|z|+ |y|)? > 2(2? +y?) olur. Buradan |z|? + |y|* + 2|x||y| >
22242y ve boylece 22 +y2—2|z||y| = (|z| — |y|)* < 0 bulunur ki bu celigkidir.

O halde |z| + |y| < v/2|2| olmaldr.

Soru 5. Gosteriniz ki z nin reel olmasi icin gerek ve yeter sart z = =
olmasidir.

Coziim. (=) Kabul edelim ki z reel olsun. Bu durumda z = z(y = 0)
olur. Dolayisiyla z = Z dir.

(<) z = Z olsun. O halde = + iy = x — iy ve buradan y = 0 bulunur.
Dolasiyla z = z olup z reeldir.

Soru 6. Gosteriniz ki 2z nin reel ya da imajiner olmasi i¢in gerek ve yeter
sart 22 = (z)? olmasidir.

Coziim.(=) Kabul edelim ki z reel olsun. Bu durumda z = z(y = 0)
olur. Bu durumda 2 = z dir ve 2% = (2)? olur. z imajiner olsun. z = iy ve
Z = —iy dir. Buradan 2% = (iy)? = (—iy)? = (z)? bulunur.

(<) 22 = (2)% olsun. (z—iy)? = (z+1y)? olur ve buradan 2% —y* —2izy =
2% — y? + 2ixy elde edilir. Buradan —zy = zy ve xy = 0 olmalidir. Sonug
olarak x = 0 veya y = 0 olmalidir. Dolayisiyla z reel veya imajinerdir.

Soru 7. z = ; — %@ sayisinin ¢arpmaya gore tersinin modiiliinii bulunuz.

=

Coziim. z sayisinin carpmaya gore tersi + dir. Buradan
z

};‘ N O T R S S b
- i 1. — |1 1. — -
z i3t li—sil  /&H+5 P

bulunur.

Soru 8. 2 = 4 —3i, 2o = —i olmak lzere |21Z3 + 27| ifadesini
hesaplayiniz.
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Cozim.

1212 + 271] = (4 — 30) (i) + (—i)(4 + 34)| = |4i — 3¢* — 4i — 3¢?
=[=3(=1) =3(-1)|=3+3[=6

bulunur.
Soru 9. (Hﬁ% sayisinin modiiliinii hesaplayiniz.
Cozim.

(L+V3)22—1)|  [(1+V3i)*(2—1i)

2] =

(14 24)3 (1 + 214)3|
VB2 =L+ VEBiIP2 -
203 14263
(VB4 1)VA+1 4
- (WA¥13 5
bulunur.
Soru 10. z; merkezli ve R yarigcapli ¢cemberin denklemi |z — 2| = R

dir. Bu denklemin |z|? — 2Re(2Zg) + |20/> = R? biciminde yazilabilecegini
gosteriniz.

Cozum.

|2 = 20| = (2 = 20) (2 = )
= (2= 20)(z — %)
=2Z — 22y — 220 + 2020
= |2* = (70 + 2%0) + |20/
= |2|* — 2Re(2%) + |20|* = R

elde edilir.
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Ahstirmalar
1) Asagidaki sayilarin reel ve imajiner kisimlarimi bulunuz.
a) it b)2?

2) Asagidaki sayilar 6nce x + iy bigiminde yaziniz ve sonra da mutlak
degerlerini, normlarini ve esleniklerini bulunuz.

2 3% b6 - (27
3) Re(iz) = —Imz ve Im(iz) = Rez oldugunu gosteriniz.

4) 22 —iz+1 = 0ise, bu durumda 2*+ 2%+ 32+ 22+ 1+4 = 0 oldugunu
gosteriniz.

5) z,w € C ve zw # 1 olsun. Bu durumda [z| = 1 ise [Z2] =1
oldugunu gosteriniz.
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