BENZERLIK BOYUTU

Koch Egrisi, Sierpinski Sapkasi gibi kendine-
benzer fraktallar icin kutu dlclleri, Koch Egrisinin
Olcek carpaninin kuvvetleri %5, sapkanin ise % olarak
alindiginda kutu-sayma boyutlarinin hesabi kolaydir.
Onceki kisimda, sapkanin kenar uzunlugu 1/, olan
3™ tane kutu |Ie ortulebilecegini ve dolay|5|yla kutu-
sayma boyutunun hesabinin da

log 3" nlog3 log3

dp = li = i
b nl—glologl/zn nl—r>{>lonlog2 log 2

oldugunu gormustuk.



n” in sadelestigine dikkat edin. Bu bir tesaduf
degildir, kendine-benzerlik 6lceginin bir
sonucudur. Bunu vurgulamak, ve kendine-benzer
bir seklin boyut hesabina kisa bir yol vermek
icin, benzerlik boyutunu tanimlayalim.



Kendisinin N kopyasindan olusmus her biri r
kicultme carpanli benzerlik 6lcegine sahip bir
kendine-benzer sekil icin benzerlik boyutu

log(N)
b — 1
log ()
dir. Bu formul farkli parcalar farkh ktictltme

carpanli benzerlik 6lcegine sahip olma hali icin
de genellestirilebilir.




Daha genel olan formiil MORAN DENKLEMI ad|
verilen formuldir. Benzerlik boyutu kutu-sayma
boyutuna esittir. Peki neden benzerlik boyutu
vardir? Benzerlik boyutunun hesabi kutu-sayma
boyutundan daha kolaydir, ama unutmayalim ki
benzerlik boyutu sadece kendine-benzer sekiller
icin vardir (Parcalari farkli yonlerde farkl
Olceklere sahip olan self-afin sekiller icin bazi
genellemeler vardir, ancak onlar cok daha
karmasiktirlar).



d;, yi bulmak icin sekli kendisinin daha kigtk

parcalarina bolup, bu parcalar icin kiciltme
carpanini buluruz. Bunu orneklerle aciklayalim:

ORNEK-1: Bir sonraki slayttaki sekilde, soldaki
(siyah) fraktalin benzerlik boyutunu bulalim.






Sekil her biri r= 12 6lcekli kendine benzer n=3
esit parcaya bolunebilir (Sagdaki renkli fraktal).
To = 1 :N(To)zl

r1=$ = N(ry) =3

7"2:% :N(T2)=9:32

T =Zin:/~N(rn) = 3"



loe N(7: log 3™
d, = lim —2 (n)=lim 5

7 log) "7 log-
2n
nlog3 log3
= lim =~ 1.584962501

nsonlog2 log?2



Bu fraktal ile Sierpinski Sapkasi ayni benzerlik
boyutuna sahiptirler. Tabiki boyut kavrami bir
fraktali digerinden ayirt etmeye yeterli degildir.



ORNEK-2: Bir sonraki slayttaki sekilde, soldaki
(siyah) fraktalin benzerlik boyutunu bulalim.
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Sagdaki renkli sekilde de goruldigu gibi,
fraktalimizi her biri r=13 6lcekli kendine benzer n=8
parcaya bolebiliriz.

TO — 1 =>N(7‘O)=1

T1=§ iN(T1)=8

7"2:% =>1V(1"2)=64=82

1, =3in=>N(rn) = 8"



loe N(7: log 8"
d, = lim —2 (n)=lim 5

7 log) "7 log-
3
nlog8 log8
= lim =~ 1.892789261

n—>00n10g 3 log3

Bu fraktala Sierpinski Halisi denir.



ORNEK-3: Bir sonraki slayttaki sekilde, soldaki
(siyah) fraktalin benzerlik boyutunu bulalim.






Sagdaki sekilden de goruldugt gibi, her biri r=4
Olcekli kendine benzer n=7 parcaya boltnebilir.
T'O —_ 1 ﬁN(To)zl

T'1=§ :N(T1)=7

7"2:% =>N(T'2)24‘9:72

1, =3in=>N(rn) = 7"



loe N(7: log 7™
d, = lim —2 (n)=lim 5

7 log) "7 log-
3n
nlog7 log7
= lim = 1.771243749

n—>00n10g 3 log3

Bu fraktal ORNEK-2’deki fraktalin ortadaki kirmizi
parcasinin atilmasiyla elde edilir.



ORNEK-4: Bir sonraki slayttaki sekilde, soldaki
(siyah) fraktalin benzerlik boyutunu bulalim.






Sagdaki sekilden de goruldigu gibi her biri r= 14
Olcekli kendine benzer n=7 parcaya boltnebilir.
__log7 .
db — log 3 dir.
Bu fraktalin ORNEK-3’ deki alt siradaki yesil parcanin
cikariimasiyla elde edildigine dikkat edin. ORNEK-3
ve ORNEK-4’ Uin karsilastiriimasi ile boyutun
parcalarinin yerleriyle degil de, sayilari ve boylariyla

tanimli oldugu sonucu elde edilir (Eger parcalar 6zel
sekilde Ust uste geliyorlarsa dikkatli olunmalidir).




ORNEK-5: Bir sonraki slayttaki sekilde, soldaki
(siyah) fraktalin benzerlik boyutunu bulalim.






Sekil her biri r=)4 dlcekli kendine benzer n=4
parcaya ayrilabilir.
T'O =1 ﬁN(TO):]_

T'1=§ :N('I"l):ll.

7"2:% :>N(T'2):16:42
1

Tn=3_n=>N(7”n)=4n



log N(r. log 4™
d, = lim —2 (n)=lim 5

7 log) "7 log-
3n
nlog4 log4
= lim = 1.261859507

n—>00n10g 3 log3



Eger parcalar r=1/, 6lcekli alinsaydi karsimiza
ilgin¢ bir durum cikardi. Bu durumda benzerlik

boyutu ne olurdu?
T'O —_ 1 :N(T0)=1

T1=i iN(T1)=4

(&) :%6 =>N(7‘2)=16=42

1, =4in=>N(rn) = 41



- logN(r,) ~ log4"
d, = lim T = lim T
n—oo n—0oo

an
nlog4 log4

= lim 1

nsonlog4 log4



Bu bir dogrunun boyutudur, ama bu fraktal bir dogruya
benzemez. Bununla birlikte, d,, formilinin, parcalarin
nerede olduklarina degil, onlarin sayi ve boylarina bagl
olduguna dikkat edin. Kabul edelim ki bazi parcalari
hareket ettirdik. Parcalarin yeni konumlari bize yukarida
buldugumuz boyut hesabini dogrulayabilir mi?



ORNEK-6: Bir sonraki slayttaki sekil, her biri r=1%
Olcekli kendine benzer n=4 parcaya ayrilabilir.
T'O —_ 1 :N(T0)=1

T1=% iN(T1)=4

r, == =N(ry) = 16 = 42

1, =2in=>N(rn) = 41



dp

g log N(13,) B
- 11— 00 1 o 1— 00
10g(a)
nlog4 log4
lim 6% _08% _ 2

nsonlog2 log2







Karisik sekillerin duzlemsel izdtstimlerini t¢
boyutta incelemek zordur. Buna yardimci olmasi
icin, ayrisima ulastiran t¢ adim asagida
verilmistir.
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