3.6. Baz Siirekli Dagilimlar

3.6.1 Normal Dagilm

Normal dagilim hem uygulamali hem de teorik istatistikte kullanilan olduk¢a Onemli bir
dagilimdir. Normal dagilimin istatistikte dnemli bir yerinin olmasinin nedeni, yapilan birgok
gbzlem sonucunun, ¢an bigiminde bir dagilim vermesi ve ¢ogu dagilimin denek sayisi arttikca
normal dagilima yaklagmasidir.

Stirekli bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

L= 5
e2lo) —oo<x<0—-00<u<o,g”>0
ovV2n

f(x) =

biciminde oldugunda, X rasgele degiskenine normal dagilima sahiptir denir ve X~N(u, 02)
biciminde gosterilir. Burada ueR ve o2 € (0, ) dagilimm parametreleridir.

u: kitle ortalamast
o2: kitle varyansi

e = 2.71825
= 3.1416
dir.

Ayni varyansa (o2 = 9) fakat farkli ortalamalara u = —5, —2.5,0,3,6.6 sahip normal dagilimli
rasgele degiskenlere iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlariin grafigi asagida verildigi
gibidir,

0.14¢
0.12 |- —> X~N(6.6,9)

o1l \ » X~N(3,9)
oonl. —> X~N(0,9)
. \/ \ > X~N(—2.5,9)
0.04 |- »X~N(=5,9)
Tl M

%5 o is
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Ayni kitle ortalamasi (u = 0) ve farkli (62 = 0.25,0.81,1,9,20) varyanslara sahip normal

dagilimh rasgele degiskenlere iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafikleri asagidaki
gibidir,

o7 ~N(0,0.25) |
il X~N(0,81) .
Z: ] —> X~N(0,1) |
osl X~N(0,9) |
o1l _ » X~N(0,20)

Normal Dagilimin Ozellikleri;

a) Normal dagilim olasilik yogunluk fonksiyonunun yani f(x) in altinda kalan alan 1 dir.

j_::of(x) dx =1

b) Normal dagilim ortalamaya gore simetriktir. Yani,

f_:f(x) dx = fﬂ =1

dir.

c) Normal dagilima sahip bir rasgele degiskeninin aritmetik ortalamasi, ortancasi ve tepe
degeri birbirlerine esit ve p’ diir.

d) Deneklerin,
%68.26" st u + 1o
%95.46’ s1 4 + 20
%99.74° s1u + 30
%100’ i 1+ 40

sinirlari iginde yer alirlar.
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e) Normal dagilim igin dagilim fonksiyonu;

F) =000 = P(Y <) = 127Jx o254

olarak tanimlanir. Bu fonksiyon belli bir x degerinden daha kii¢iik olma olasiliklarini verir.
Dagilim fonksiyonu kullanilarak,
PX<o)=1
P(X<u)=05
P(X <pu+o)=0.8413
PX<pu+20)=0.9772

P(X < u+ 30) = 0.9987

olasiliklar1 hesaplanabilir. Dagilim fonksiyonunun sekli asagidaki gibidir.
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U ut+opu+2ou+3cu+io

u=0 ve o2 =1 olan normal dagilima standart normal dagilim denir. Standart normal
dagilima sahip rasgele degisken genellikle Z harfi ile gosterilir. Z~N(0,1) rasgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 1>
f(z)=——e 2" ,—0<z<®
\V2m

dir.
X~N(u,0%) normal dagilima sahip bir rasgele degisken olmak iizere, z =% rasgele

degiskeni standart normal dagilima sahip bir rasgele degisken olur ve bu durumda,

xX—U
PX<x)=¢(—)=¢(2) =P(Z < 2)
o
dir. Buna standartlastirma islemi denir. Simetri 6zelliginden,

Pp(=2)=1-¢(2)=1-P(Z <2)

biciminde yazilabilir. Standart normal dagilim ic¢in dagilim fonksiyonundan bulunan
olasiliklar1 veren tablolar diizenlenmistir. Bu tablolar kullanilarak belli bir z degerine karsilik

gelen olasilik bulunabildigi gibi, belli bir olasiliga karsilik gelen z degeri de bulunabilir.

Ornek 3.23. Standart normal dagilima sahip Z degiskeni icin asagida istenilen olasiliklart

hesaplayiniz.

a) P(0.42 <Z < 2.53)=?
b) P(Z >1) =?
c) P(—1.56 < Z < 2.53) =?
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0 042 2.53

P(042<Z <253)=P(Z<253)—-P(Z<042)
= 0.9943 — 0.6628

= 0.3315

b)

r
0 1

P(Z>1)=1-P(Z<1)=1-0.8413 = 0.1587

-1.56 0 2,53

P(-1.56 <Z < 2.53) = P(Z < 2.53) = P(Z < —1.56)
=P(Z<253)— (1-P(Z <156))

= 0.9943 — (1 — 0.9406) = 0.9349



Ornek 3.24 Bir hastanede belli bir hastalikla ilgili bulunan hastalarin tansiyonlarmin
ortalamast 15 ve varyansi 9 olan normal dagilima sahip olduklar1 bilinmektedir. Bu hastalar

icinden rasgele secilen bir hastanin tansiyonunun,

a) 11 den kii¢iik
b) 12 den biiyiik

c) 9ile 16 arasinda
olmasi olasiliklarin1 hesaplayiniz.

X~N(15,9) oldugu biliniyor. Buna gore,

11-15
3

A PX<x)=P(z<=t)=pP(z<=2)=P@z<-133)"—M .~

=1-P(Z<133)=1-0.9082 =0.0918

b)P(X>x)=P(z>%)=P(z>12;15)=13(z>—1)
=1-PZ<-1)=1-(1-PZ< 1) e 2 -

=P(Z < 1) =0.8413

c) P(9<X<16)=P(%<Z<1GT"15)

=P(—2<Z<0.33)
= P(Z<033)—P(Z<-2)
= P(Z<033)—(1-P(Z<2)

= 0.6293 — (1 - 0.9772)
= 0.6065

Ornek 3.25. Bir dogumevinde dogan bebeklerin agirhiklarmin ortalamasinin 3.2 kg ve
standart sapmasinin ise 0.3 kg olan bir normal dagilim gosterdigi bilinmektedir. Buna gore;

a) Bu dogumevinde dogan bebeklerin 3.2 kg ile 3.9 kg arasinda olmasi olasilig1 nedir?

b) Bu dogumevinde dogan bebeklerin 3.2 kg'dan daha hafif olmasi olasiligi nedir?

¢) Bu dogumevinde dogan bebeklerin 2.8 kg ile 3.6 kg arasinda olmasi olasiligi nedir?

d) Bir giinde ortalama 200 bebegin dogdugu kabul edilirse bu bebeklerden ka¢ tanesinin
agirhigl 4 kg’ dan daha fazladir?

e) Bebeklerden en agir %2.5° i hangi agirligin tizerindedir?

f) Bebeklerden en hafif %5’ i hangi agirliktan daha diistiktiir?
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3.2-3.2 3.9-3.2
<Z<
0.3 0.3

= P(Z<233)-P(Z<0)
= 0.9901 — 0.5 = 0.4901

a) P(3.2< X <3.9)=P( )=P(0<Z<233)

Bu dogumevinde dogan bebeklerin %49.01° inin agirlig: 3.2 kg ile 3.9 kg arasindadir.

3.2-32
0.3

Bu dogumevinde dogan bebeklerin 3.2 kg’ dan daha hafif olmasi olasiligi %50'dir.

b)P(X<3.2)=P<Z< ):p(z<0)=o.5

2.8-3.2 3.6—3.2

<7< —) — P(—1.33 < Z < 1.33)
0.3 0.3

¢) P28 <X <3.6) = P
= P(Z<133)—-P(Z < -1.33)
=P(Z<133)-(1-P(Z<133))
=2P(Z<133)-1
= 2(0.9082) — 1 =0.8164

Bu dogumevinde dogan bebeklerin %81.64 tiniin dogum agirlig1 2.8 kg ile 3.6 kg arasindadir.

d)P(X > 4) =P (z > %) =P(Z>267)=1-P(Z<267)=1—0.9962 = 0.0038

Yani, bir giinde dogan 200 bebegin %0.38’ inin agirlig1 4 kg’ dan daha fazladir. Bu durumda
dogum agirlig1 4 kg’ dan daha fazla olan bebek sayis1 200x0.0038=0.76, yaklasik olarak I’
dir.

e)Bu soruda standart normal dagilim tablosuna tersten bakmak gerekir. Yani, elimizde belli
bir degerden biiylik olmasi olasiligi varken bu degerin tablodan belirlenmesi gerekir. Bu

degere z diyelim,

P(Z <z) =0.975 P(Z > z) = 0.025

ve tablodan 0.975 olasiligina karsilik gelen nokta arandiginda z=1.96 olarak bulunur.
z= % oldugundan,

1.96 = &322 olup
0.3

x =196 x0.3+ 3.2 =3.788
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dir. Yani bu dogumevinde dogan bebeklerin %2.5’ inin agirlig1 3.788 kilonun tizerindedir.

f) Ayni e sikki gibi burada da olasiliktan noktaya gegmek gerekir.

P(Z < z) = 0.05

:
0

Belli bir z degerinden kii¢iik kalma olasilig1 0.05 oldugundan aranilan deger tablonun negatif

kismindadir. Bu degere - z denilirse, simetriklik 6zelliginden,
P(Z<—-z)=1-P(Z<2z)=0.05
olup,
P(Z <z) =095
dir. Tablodan 0.95 olasiligina karsilik gelen nokta arandiginda en yakin 0.9495 olasiligr ile
1.64 noktast ve 0.9505 olasilig1 ile 1.65 noktasi bulunur. 0.95 olasiligmma karsilik gelen

noktay1 bulmak i¢in 1.64 ile 1.65 noktalarinin ortalamasini almak gerekir. Buna gore,

1.64 + 1.65
z=—————=1.645
2
dir. Aranilan nokta - z idi. Buna gore,
1645 = x—3.2
ST 03

olup,
x = (—1.645) X 0.3 + 3.2 = 2.7065

dir. Yani, bu dogumevinde dogan bebeklerin %5’ inin agirlig1 2.7065 kilonun altindadir.
Binom Dagilimina Normal Dagilim Yaklagimi
X rasgele degiskeni binom dagilimina sahip ise, bu degiskenini olasilik fonksiyonu,

f) =P =2 =)p"q" % x=01,..n
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biciminde idi. p ¢ok kiiciik iken deney sayisi yani n arttiginda binom dagiliminin poisson
dagilimina yaklastig1 daha once ifade edilmisti. p ¢ok kiigiik degilse ve n de biiyiikse binom
dagilimdan yararlanarak olasiliklari hesaplamak giiglesir. n — oo iken binom olasiliklari

normal dagilima yaklastirilabilir. Bu dagilimin ortalamasi ve varyansi, binom dagilimindan

p=EX)=np

2 =Var(X) = npq

bi¢iminde hesaplanir. Bu durumda X~N (np, npq ) olur. Bu nedenle p ¢ok kiiciik degilse ve n
de biiyiilkse binom dagilimina sahip X degiskeninin belli bir degerden kiiglik ya da biiyiik
olmas1 ve ya herhangi iki deger arasinda yer almasi olasiliklar1 standart normal dagilim
tablosu kullanilarak hesaplanabilir. Fakat binom dagilimi kesikli ve normal dagilim stirekli
oldugundan standart normale doniistiirme yapilirken diizeltme islemi yapilmasi gerekir. Bu
diizeltme islemi +0.5 degeri kullanilarak yapilir. Olasilik hesaplarinda yapilacak bu siireklilik

diizeltmesi asagidaki tabloda verilmistir.

Istenen Olasihk Siireklilik Diizeltmesi
P(X =x) P(x—05<X<x+0.5)
P(X <x) P(X <x+0.5)

P(X < x) P(X <x-10.5)

P(X = x) P(X =x—0.5)

P(X > x) P(X =x+0.5)
Pla<X<bh) P(a—05<X<b+0.5)

Bu durumda standartlagtirma islemi, X~N (np, npq ) olmak iizere,

x+05—np

v 1pq

seklinde olacaktir.

Ornek 3.26. Alkol bagimlilig: ile ilgili yapilan arastirmalarda alkolik anne babadan dogan
cocuklarda alkol bagimlilig1 oraninin %80 oldugu saptanmistir. 23-45 yas gruplar1 arasindan

200 kisi secilmistir. Buna gore
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a) P(X = 150)
b) P(X = 178)
c) P(158 < X < 161)
d) P(X < 190)

olasiliklarini bulunuz.

p:0.80

np = 200 x 0.80 = 160

npq = 200 x 0.80 x 0.20 = 32
Buna gore, X~N(160,32)

a) P(X > 150)= P(X = 150) + P(X = 151) + - + P(X = 200)

Olasiligmin ¢6ziimii binom formiili kullanilarak,
200

P(X = 150) = Z (220) (0.80)%(0.20)200~*
x=150

esitliginden hesaplanabilir. Goriildigii gibi bu islem olduk¢a uzundur. Oysaki normal
dagilima yaklasim ile standart normal dagilim tablosu kullanilarak daha az islemle sonuca

ulagilabilir. Buna gore,

P(X = 150) = P(X > 149.5)

=1—P(X < 149.5)

149.5 — 160

—& )
=1-P(Z < —184)
=1-(1-P(z< 1.84))
=1-(1-0.9671)
=0.9671

=1—P<Z<

b) P(X = 178) = P(177.5 < X < 178.5)

177.5-160 178.5-160
=P (— <Z< —)
5.7 5.7

= P(3.07 £Z <3.25)
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= P(Z <3.25) - P(Z < 3.07)

= 0.9994 — 0.9989

= 0.0005
c) P(158 < X < 161) = P(158.5 < X < 160.5)
158.5 — 160 160.5 — 160
57 SfsT w7
= P(—0.26 < Z < 0.09)
=P(Z <0.09) — P(Z < —0.26)
=P(Z <0.09) — 1- P(Z < 0.26))
= 0.5359 — (1 — 0.6026)
= 0.1385

d) P(X < 190) = P(X < 189.5)
189.5 — 160)

= <
Plz=—5;
= P(Z < 5.16)

=1

Ornek 3.27 Bir ilag hastalarm %60’ 1nda etkili olmaktadir. 30 hasta bu ilagla tedavi

edildiginde iyilesmeyen hasta sayisinin 6’ dan az olmasi olasilig1 nedir?

Burada yine, binom dagilimina normal dagilim yaklagimi kullanilacak. Buna gore,

X: lyilesmeyen hasta sayisi

p: 0.40

np = 30x0.40 =12

npq = 30 X 0.40 X 0.60 = 7.2

olmak {izere X~N(12,7.2 ) olacaktir.

Istenen olasilik,

(6 —-0.5)—12
V7.2

P(X<6)=P (Z < ) =P(Z<-242)=1-P(Z < 2.42)

=1-0.9922 = 0.0078
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