
Kritik Nokta Türleri

Bu bölümde 8>>><>>>:
dx

dt
= F (x; y)

dy

dt
= G(x; y)

(1)

otonom sistemi ele al¬nacakt¬r, burada F veG fonksiyonlar¬n¬n xy�düzleminde
sürekli ve birinci basamaktan sürekli k¬smi türevlere sahip olduklar¬kabul
edilmektedir.

Tan¬m 1. (x0; y0); (1) sisteminin bir ayr¬k kritik noktas¬olsun. C : [x(t); y(t)]; (1)
sisteminin bir yolu olmak üzere

lim
t!1

x(t) = x0 ve lim
t!1

y(t) = y0 (2)

ise, bu durumda t!1 a giderken C yolu (x0; y0) kritik noktas¬na yaklaş¬yor
denir.

Tan¬m 2. (x0; y0); (1) sisteminin bir ayr¬k kritik noktas¬olsun ve (2) eşit-
likleri sa¼glans¬n.

lim
t!1

y(t)� y0
x(t)� x0

(3)

limiti mevcut ya da t!1 için (3) oran¬pozitif ya da negatif sonsuz ise, bu
durumda t!1 için C yolu (x0; y0) kritik noktas¬na giriyor denir.

Uyar¬1. Baz¬durumlarda (1) sisteminin aç¬k çözümlerini bulmak mümkündür
ve bu durumda bu çözümler yollar¬ belirtmek için kullan¬labilir. Ancak
ço¼gunlukla yollar¬bulmak için denklem sisteminden t yok edilerek

dy

dx
=
G(x; y)

F (x; y)

diferensiyel denklemi çözülür.

Uyar¬2. Bu bölüm boyunca sistemin kritik noktas¬n¬n (0; 0) oldu¼gu kabul
edilecektir. Bu kabul genelli¼gi bozmaz. Gerçekten, kritik nokta (x0; y0) 6=
(0; 0) ise, bu durumda

v = x� x0; w = y � y0
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konumu ile (1) sistemi 8>>><>>>:
dv

dt
= F (v + x0; w + y0)

dw

dt
= G(v + x0; w + y0)

(4)

sistemine indirgenir.

F (x0; y0) = 0; G(x0; y0) = 0

oldu¼gundan, (v; w) = (0; 0) (4) sisteminin kritik noktas¬d¬r. Böylece (x0; y0) 6=
(0; 0) kritik noktas¬daima (0; 0) kritik noktas¬na indirgenebilir.

Şimdi dört temel kritik noktay¬aç¬klayal¬m.

1. Dü¼güm Noktas¬. Yollar¬n dört tane yar¬do¼gru ve parabol benzeri

e¼grilerden oluştu¼gu bir kritik nokta bir dü¼güm noktas¬d¬r. Böyle bir noktaya
t!1 ( ya da t! �1) için her bir yol ile yaklaş¬l¬r ve girilir.
Örnek 1. 8>>><>>>:

dx

dt
= x

dy

dt
= �x+ 2y

(5)

sistemini ele alal¬m. (0; 0) (5) sisteminin tek kritik noktas¬d¬r. Bu sistemin
genel çözümü �

x = c1e
t

y = c1e
t + c2e

2t (6)

dir, burada c1 ve c2 key� reel sabitlerdir.

(i) c1 = 0 ise, bu durumda (6) dan�
x = 0
y = c2e

2t (7)

elde edilir. Bu durumda (7) den c2 > 0 için pozitif x�ekseni, c2 < 0 için
negatif y�ekseni yoldur. Her bir yol t! �1 için orijine yaklaş¬r ve girer.
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(ii) c2 = 0 ise, bu durumda (6) dan�
x = c1e

t

y = c1e
t (8)

elde edilir. Bu durumda (8) den c1 > 0 için y = x; x > 0 yar¬do¼grusu,
c1 < 0 için y = x; x < 0 yar¬do¼grusu yoldur. Her bir yol t ! �1 için
orijine yaklaş¬r ve girer.

(iii) c1 6= 0 ve c2 6= 0 ise, yollar (6) dan y = x+
c2
c21
x2 parabolleri olarak elde

edilir. Bu yollar¬n her biri de t! �1 için orijine yaklaş¬r ve girer.

Bu irdelemeler gösteriyor ki (5) sisteminin (0; 0) kritik noktas¬bir dü¼güm
noktas¬d¬r.
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