
Kararl¬l¬k

Bu bölümde 8>>><>>>:
dx

dt
= F (x; y)

dy

dt
= G(x; y)

(1)

otonom sistemi ele al¬nacakt¬r, burada F ve G düzlemin bir D bölgesinde
sürekli ve birinci basamaktan sürekli k¬smi türevlere sahip fonksiyonlard¬r.

Uyar¬1. Daha önce belirtildi¼gi üzere (1) sisteminin (x0; y0) 6= (0; 0) kritik
noktas¬ (0; 0) kritik noktas¬na indirgenebilir. Di¼ger yandan (1) sisteminin
bir x = x1(t); y = y1(t) çözümü de (0; 0) kritik noktas¬na indirgenebilir.
Gerçekten, �

x = x1(t)
y = y1(t)

(1) sisteminin çözümü ise, bu durumda

x01 = F (x1; y1)

y01 = G(x1; y1)

dir. Di¼ger yandan
v = x� x1; w = y � y1

dönüşümü yard¬m¬yla

x0 = v0 + x01; y
0 = w0 + y01

(1) sisteminde yerlerine yaz¬l¬rsa,

v0 + x01 = F (v + x1; w + y1)

w0 + y01 = G(v + x1; w + y1)

ve buradan �
v0 = F (v + x1; w + y1)� F (x1; y1)
w0 = G(v + x1; w + y1)�G(x1; y1)

(2)

yaz¬labilir. Buna göre (1) sisteminin x = x1(t); y = y1(t) çözümü, (2)
sisteminin (0; 0) kritik noktas¬na indirgenebilir.
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Şimdi (1) sisteminin ayr¬k bir kritik noktas¬n¬göz önüne alal¬m ve genelli¼gi
bozmaks¬z¬n bu noktan¬n faz düzleminin (0; 0) orijin noktas¬oldu¼gunu kabul
edelim.

Tan¬m 1. Verilen herhangi bir " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k aşa¼g¬daki koşullar
geçerli olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa, bu durumda (0; 0) kritik noktas¬
kararl¬d¬r ya da Lyapunov anlam¬nda kararl¬d¬r denir:

(i) Herhangi bir t = t0 de¼gerine kaŗs¬l¬k (0; 0) ¬n � komsulu¼gunda bulunan
(1) in her yolu t � t0 <1 için tan¬ml¬d¬r.

(ii) Bir yol (i) koşulunu sa¼gl¬yor ise, o yol t0 � t < 1 için (0; 0) ¬n "
komşulu¼gunda kal¬r.

Başka bir anlat¬m ile, (0; 0) noktas¬ kararl¬ ise, bu durumda t = t0 da �
yar¬çapl¬x2 + y2 = �2 çemberi içerisinde bulunan her C : x = x(t); y = y(t)
yolu, her t � t0 için " yar¬çapl¬x2 + y2 = "2 çemberi içerisinde kal¬r.
Kritik nokta kararl¬de¼gilse, karars¬zd¬r denir.

Tan¬m 2. (i) ve (ii) koşullar¬n¬sa¼glayan her C yolu için ayr¬ca

lim
t!1

x(t) = 0 ve lim
t!1

y(t) = 0

sa¼glan¬yorsa, bu durumda (0; 0) kritik noktas¬na asimptotik kararl¬d¬r denir.

Şimdi
x0 = f(t; x) (3)

sistemini ele alal¬m, burada x = (x1; x2; :::; xn)
T ; f = (f1; f2; :::; fn)

T , f 2
C(
;Rn) olup, 
 � Rn+1 aç¬k bir bölgedir.
(3) sisteminin

x(t0) = x0

koşulunu sa¼glayan çözümü x(t) = x(t; t0; x0) olsun.

Tan¬m 3. Her bir " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, (3) sisteminin her x(t) = x(t; t0; x0)
çözümü için

kx0 � x0k < �
oldu¼gu zaman

kx(t)� x(t)k < "; her t � t0;
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olacak şekilde bir � = �("; t0) > 0 say¬s¬varsa, bu durumda x(t) = x(t; t0; x0)
çözümüne kararl¬d¬r denir.

(3) sisteminin x(t) çözümü kararl¬de¼gilse, çözüme karars¬zd¬r denir.

Tan¬m 4. (3) sisteminin x(t) = x(t; t0; x0) çözümü kararl¬olsun.

kx0 � x0k < �0

oldu¼gu zaman
lim
t!1

kx(t)� x(t)k = 0

olacak şekilde bir �0 > 0 say¬s¬varsa, bu durumda x(t) çözümüne asimptotik
kararl¬d¬r denir.

Örnek 1.
dx

dt
= �a2x; a 6= 0; (4)

x(t0) = x0 (5)

probleminin
x(t) = x0e

�a2(t�t0)

çözümünün kararl¬l¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. " > 0 verilsin. x(t) = x(t; t0; x0) (4) denkleminin x(t0) = x0
koşulunu sa¼glayan çözümü olmak üzere

jx(t)� x(t)j = jx0 � x0j e�a
2(t�t0)

� jx0 � x0j ; her t � t0;

d¬r. O halde
jx0 � x0j < �

oldu¼gunda
jx(t)� x(t)j < "; t � t0;

olacak şekilde � = " mevcuttur. Dolay¬s¬yla, (4)-(5) probleminin x(t) =
x0e

�a2(t�t0) çözümü kararl¬d¬r. Ayr¬ca

lim
t!1

jx(t)� x(t)j = 0

oldu¼gundan çözüm asimptotik kararl¬d¬r.
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