
Basit Kritik Noktalar8>>><>>>:
dx

dt
= F (x; y)

dy

dt
= G(x; y)

(1)

otonom sistemini ele alal¬m. (0; 0) (1) sistemin bir ayr¬k kritik noktas¬olsun.
F (x; y) ve G(x; y); x ve y ye göre kuvvet serisine aç¬labilir ise, bu durumda
(1) sistemi 8>>><>>>:

dx

dt
= a1x+ b1y + c1x

2 + d1xy + e1y
2 + :::

dy

dt
= a2x+ b2y + c2x

2 + d2xy + e2y
2 + :::

(2)

şeklini al¬r. jxj ve jyj küçük oldu¼gunda, yani (x; y) orijine yak¬n oldu¼gunda
ikinci ve daha yüksek dereceli terimler çok küçük olur. Bu yüzden lineer
olmayan terimleri ihmal ederek (0; 0) kritik noktas¬komşulu¼gunda (2) sis-
teminin yollar¬n¬n kalitatif davran¬̧s¬n¬n (2) ye ili̧skin8>>><>>>:

dx

dt
= a1x+ b1y

dy

dt
= a2x+ b2y

(3)

lineer sisteminin yollar¬n¬n davran¬̧s¬na benzer olaca¼g¬n¬düşünmek yerinde
olacakt¬r.

Bu bölümde 8>>><>>>:
dx

dt
= a1x+ b1y + f(x; y)

dy

dt
= a2x+ b2y + g(x; y)

(4)

şeklinde sistemler ele al¬nacakt¬r. (4) sistemine ili̧skin (3) lineer sisteminin
(0; 0) a bir ayr¬k kritik nokta olarak sahip olmas¬için

a1b2 � a2b1 6= 0
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oldu¼gu kabul edilecektir. Burada f(x; y) ve g(x; y) fonksiyonlar¬her (x; y)
için sürekli ve birinci basamaktan sürekli k¬smi türevlere sahiptir. Ayr¬ca

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y)p
x2 + y2

= 0 ve lim
(x;y)!(0;0)

g(x; y)p
x2 + y2

= 0

oldu¼gu kabul edilmektedir. Bu k¬s¬tlamalara göre (0; 0) kritik noktas¬ (4)
sisteminin bir basit kritik noktas¬ ad¬n¬al¬r.

Örnek 1. 8>>><>>>:
dx

dt
= �2x+ 3y + xy

dy

dt
= �x+ y � 2xy2

(5)

sistemini ele alal¬m. Burada

a1b2 � a2b1 = 1 6= 0

oldu¼gundan, (0; 0) (5) sistemine ili̧skin8>>><>>>:
dx

dt
= �2x+ 3y

dy

dt
= �x+ y

(6)

lineer sisteminin tek kritik noktas¬d¬r. Ayr¬ca f(x; y) = xy ve g(x; y) =
�2xy2 fonksiyonlar¬her (x; y) için sürekli ve birinci basamaktan sürekli k¬smi
türevlere sahip olup

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y)p
x2 + y2

= 0 ve lim
(x;y)!(0;0)

g(x; y)p
x2 + y2

= 0

eşitliklerinin sa¼gland¬¼g¬da kolayl¬kla görülebilir. O halde (0; 0), (5) sisteminin
bir basit kritik noktas¬d¬r.

Teorem 1. (0; 0); (4) sisteminin bir basit kritik noktas¬olsun. (4) sistemine
ili̧skin (3) lineer sisteminin (0; 0) kritik noktas¬n¬n türü üç temel durumdan
birine giriyorsa, bu durumda (4) sisteminin basit kritik noktas¬da ayn¬tür-
dendir.
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Örnek 2. (5) sistemini tekrar ele alal¬m. (5) sistemine ili̧skin (6) lineer
sisteminin karakteristik denklemi

m2 +m+ 1 = 0

olup, kökler m1;2 =
�1�

p
3i

2
dir. Kökler eşlenik kompleks ve s¬rf sanal

olmad¬¼g¬ndan, 3. Durum kaŗs¬m¬za ç¬kar ve (6) lineer sisteminin (0; 0) kritik
noktas¬bir sarmal noktad¬r. Teorem 1 nedeniyle, (5) lineer olmayan sistemin
(0; 0) kritik noktas¬da bir sarmal noktad¬r.

Uyar¬1. (4) sistemine ili̧skin (3) lineer sisteminin (0; 0) kritik noktas¬bir
s¬n¬r dü¼güm noktas¬ ise, bu durumda (4) lineer olmayan sisteminin (0; 0)
basit kritik noktas¬dü¼güm ya da sarmal noktad¬r.

(4) sistemine ili̧skin (3) lineer sisteminin (0; 0) kritik noktas¬bir merkez ise, bu
durumda (4) lineer olmayan sisteminin (0; 0) basit kritik noktas¬bir merkez
ya da sarmald¬r.

Teorem 2. (0; 0); (4) sisteminin bir basit kritik noktas¬olsun. (4) sistemine
ili̧skin (3) lineer sisteminin (0; 0) kritik noktas¬asimptotik kararl¬ise, bu du-
rumda (4) lineer olmayan sisteminin (0; 0) basit kritik noktas¬da asimptotik
kararl¬d¬r.
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