
Fark Denklemleri

Temel Tan¬mlar

Tan¬m 1. Bir S � N say¬cümlesi üzerinde tan¬ml¬olan bir y fonksiyonunun
de¼gerlerini ve onun �y; �2y; ::: gibi bir ya da daha çok farklar¬n¬içeren bir
denkleme S cümlesi üzerinde bir fark denklemi denir.

y fonksiyonu bütün reel say¬lar üzerinde tan¬ml¬olmak üzere aşa¼g¬daki den-
klemler birer fark denklemidir:

�yk + 2yk = 0; (1)

�2yk + 3�yk � yk = 1;

�2yk � 2k�yk � yk = k + 1;

(�yk)
2 + yk = 0:

Uyar¬1.
�yk = yk+1 � yk

oldu¼gundan yukar¬daki denklemler aşa¼g¬daki şekilde de yaz¬labilir:

yk+1 + yk = 0; (2)

yk+2 + yk+1 � 3yk = 1;

yk+2 � 2(k + 1)yk+1 + 2kyk = k + 1;

(yk+1 � yk)2 + yk = 0:

Tan¬m 2. Aşa¼g¬daki formda yaz¬lan bir fark denklemine S cümlesi üzerinde
lineerdir denir:

f0(k)yk+n + f1(k)yk+n�1 + :::+ fn�1(k)yk+1 + fn(k)yk = g(k); (3)

burada f0; f1; :::; fn�1; fn ve g fonksiyonlar¬S cümlesindeki bütün k de¼gerleri
için tan¬ml¬olmak üzere sadece k n¬n fonksiyonlar¬d¬r.

Tan¬m 3. (3) denkleminde f0; f1; :::; fn�1; fn fonksiyonlar¬sabit ise, bu du-
rumda (3) denklemine sabit katsay¬l¬lineer denklem denir.

Tan¬m 4. (3) denkleminde g(k) � 0 ise, bu durumda (3) denklemine lineer
homogen fark denklemi denir.
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Tan¬m 5. (3) formunda yaz¬lan bir fark denkleminde f0 ve fn katsay¬lar¬n¬n
ikisi de S in herbir noktas¬nda s¬f¬rdan farkl¬ise, bu durumda (3) denklemine
n�yinci basamaktan lineer fark denklemidir denir.

Örnek 1. (3) deki denklemleri ele alal¬m.
·Ilk denklem birinci basamaktan sabit katsay¬l¬lineer homogen bir fark den-
klemidir.

·Ikinci denklem ikinci basamaktan sabit katsay¬l¬lineer homogen olmayan bir
fark denklemidir.

Üçüncü denklem ikinci basamaktan de¼gi̧sken katsay¬l¬ lineer homogen ol-
mayan bir fark denklemidir.

Son denklem birinci basamaktan lineer olmayan bir fark denklemidir.

Tan¬m 6. Bir y fonksiyonu bir S cümlesi boyunca bir fark denklemini
sa¼gl¬yorsa, bu durumda y fonksiyonuna fark denkleminin S cümlesi üzerinde
bir çözümüdür denir.

Örnek 2.
yk = 2

k; k = 0; 1; 2; :::

fonksiyonu birinci basamaktan sabit katsay¬l¬lineer homogen

yk+1 � 2yk = 0; k = 0; 1; 2; ::: (4)

fark denkleminin bir çözümüdür. Belirtelim ki (4) denkleminin bütün çözüm-
leri c bir key� sabit olmak üzere

yk = c2
k; k = 0; 1; 2; ::: (5)

formundad¬r. Gerçekten (5) fonksiyonunun (4) denklemini sa¼glad¬¼g¬kolayl¬kla
gösterilebilir.

(5) fonksiyonuna (4) denkleminin genel çözümü denir.

Teorem 1. Bir S cümlesi üzerinde tan¬ml¬olan n�yinci basamaktan lineer

f0(k)yk+n + f1(k)yk+n�1 + :::+ fn�1(k)yk+1 + fn(k)yk = g(k)

fark denklemi ve y nin ard¬̧s¬k n tane de¼gerinden meydana gelen başlang¬ç
de¼ger probleminin S üzerinde tan¬ml¬bir tek çözümü vard¬r.
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