
Fark Denklemleri (Devam)

Birinci Basamaktan Fark Denklemleri

Birinci basamaktan lineer fark denklemi

f0(k)yk+1 + f1(k)yk = g(k); k = 0; 1; 2; ::: (1)

formundad¬r, burada f0 ve f1 fonksiyonlar¬S cümlesi üzerinde tan¬ml¬ve her
k 2 S için s¬f¬rdan farkl¬olan fonksiyonlard¬r.

(1) denkleminde f0 ve f1 sabit ise, bu durumda denklem

yk+1 = Ayk +B; k = 0; 1; 2; ::: (2)

şeklinde yaz¬labilir, burada A 6= 0 d¬r.

Teorem 1. y0 verilmek üzere (2) fark denkleminin tek çözümü

yk =

8<: Aky0 +B
1� Ak
1� A ; A 6= 1;

y0 +Bk; A = 1
; k = 0; 1; 2; ::: (3)

dir.

Örnek 1.

yk+1 = 2yk + 1; k = 0; 1; 2; :::; (4)

y0 = 5

başlang¬ç de¼ger problemini çözünüz.

Çözüm. Aç¬k olarak A = 2; B = 1 olup (3) formülünden (4) probleminin
çözümü

yk = 5:2k +
1� 2k
1� 2

= 6:2k � 1; k = 0; 1; 2; :::

şeklinde bulunur.
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·Ikinci Basamaktan Sabit Katsay¬l¬Lineer Fark Denklemleri

Bu kesimde ikinci basamaktan sabit katsay¬l¬lineer homogen

yk+2 + a1yk+1 + a2yk = 0 (5)

fark denkleminin genel çözümü elde edilecektir. (5) denkleminin

yk = m
k (6)

şeklinde çözümü aran¬rsa,

m2 + a1m+ a2 = 0 (7)

karakteristik denklemi elde edilir. m; (7) karakteristik denkleminin bir kökü
ise, bu durumda (6) fonksiyonu (5) denkleminin çözümüdür. m1 ve m2 kök-
lerinin durumuna ili̧skin üç durum ortaya ç¬kar.

Durum 1. Karakteristik denklemin kökleri reel ve farkl¬.

Durum 2. Karakteristik denklemin kökleri reel ve eşit.

Durum 3. Karakteritik denklemin kökleri eşlenik kompleks.

Şimdi bu üç durumu ele alal¬m.

Durum 1. Karakteristik denklemin kökleri m1 6= m2 reel olsun. Bu du-
rumda (5) denkleminin genel çözümü

yk = c1m
k
1 + c2m

k
2

d¬r, burada c1 ve c2 key� sabitlerdir.

Örnek 2.
yk+2 + 3yk+1 + yk = 0 (8)

fark denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm. (8) denklemine ili̧skin karakteristik denklem

m2 + 3m+ 1 = 0
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olup köklerm1 =
�3 +

p
5

2
; m2 =

�3�
p
5

2
reel ve farkl¬d¬r. O halde verilen

denklemin genel çözümü

yk = c1

 
�3 +

p
5

2

!k
+ c2

 
�3�

p
5

2

!k
dir.

Durum 2. Karakteristik denklemin kökleri m1 = m2 reel olsun. Bu du-
rumda (5) denkleminin genel çözümü

yk = c1m
k
1 + c2km

k
1

d¬r, burada c1 ve c2 key� sabitlerdir.

Örnek 3.
yk+2 + 2yk+1 + yk = 0 (9)

fark denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm. (9) denklemine ili̧skin karakteristik denklem

m2 + 2m+ 1 = 0

olup kökler m1 = m2 = 1 reel ve eşittir. O halde verilen denklemin genel
çözümü

yk = c1 + c2k

dir.

Durum 3. Karakteristik denklemin kökleri eşlenik kompleks m1;2 = a � ib
olsun Bu durumda

r =
p
a2 + b2 ve � = acr tan

b

a

olamk üzere (5) denkleminin genel çözümü

yk = Ar
k cos(k� +B)

dir, burada A ve B key� sabitlerdir.
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Örnek 4.
yk+2 + yk = 0 (10)

fark denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm. (10) denklemine ili̧skin karakteristik denklem

m2 + 1 = 0

olup kökler m1;2 = �i dir. Buradan verilen denklemin genel çözümü

yk = A cos(
k�

2
+B)

dir.
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