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Giri³

�lk olarak Yates (1936) taraf�ndan önerilen dengeli eksik blok
tasar�mlar�, rasgele tam blok tasar�mlar�ndan farkl� olarak,
denemelerin say�s� bloklardaki deney birimi say�s�ndan daha fazla
oldu§unda kullan�l�r.

Birçok uygulama probleminde eldeki mevcut bloklar tüm
denemeleri kullanmak için yeteri kadar büyük olmayabilir. Bu
durum, maddi s�k�nt�lardan, zaman k�s�tlamalar�ndan
kaynaklanabilece§i gibi yeterli say�da deney birimine
ula³�lamamas�ndan da kaynaklanabilir.

Baz� denemelerin, baz� bloklarda kullan�lmamas�na yol açan bu
durum, bizi dengeli eksik blok tasar�m� kullanmaya yöneltir, bkz.
John (1971).
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Giri³

Belirtmek gerekir ki, deneyi tamamlamak için elimizde yeteri
kadar para, zaman ve deney birimi olsa dahi, etkileri
kar³�la³t�r�lmak istenen çok say�da deneme oldu§unda rasgele
tam blok tasar�m� kullanmak uygun olmayabilir. Çünkü çok
say�da deneme olmas� demek her blokta çok say�da deney birimi
olmas� anlam�na gelir.

Bloklarda çok say�da deney birimi kullanmak, bloklama ilkesine
ters olarak blok içi homojenli§in dolay�s�yla deneyin
hassasiyetinin azalmas�na yol açar, bkz. Düzgüne³ ve ark.
(1987).

Rasgele tam blok ³eklinde tasarlanan ancak deney s�ras�nda bir
ya da birden fazla gözlemin kaybolmas�yla sonuçlanan
durumlarda da dengeli eksik blok tasar�mlar�n�n kullan�lmas�
gerekir, bkz. Weber & Skillings (2000).
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Giri³

Etki kar�³�m� kullan�larak bloklardaki deney birimi say�s�n�n
azalt�lmas� her zaman mümkün olmayabilir. Çünkü, bütün
faktöriyel etkilerin e³it derecede önemli oldu§u varsay�ld�§�nda,
etkisi bloklarla kar�³t�r�lacak faktöriyel etki olmayabilir. Bu gibi
durumlarda yine dengeli eksik blok tasar�mlar� kullanmak uygun
olacakt�r, bkz Mendenhall (1968).
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Giri³: Örnek

Örnek
Dört farkl� yemin (A, B, C, D) ineklerin süt verimine olan etkisi
ara³t�r�lmak isteniyor. Bu amaçla, her biri üç inekten olu³an, dört
farkl� �rktan (I1, I2, I3, I4) toplam on iki tane inek kullan�l�yor. ♦
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Giri³: Örnek

Bu deneyde, deney birimleri aras�ndaki homojenli§i sa§lamak
amac�yla �rklar blok olarak kullan�l�r.

Her blokta toplam üç tane inek (deney birimi) yer al�r.

Deneyde, toplam dört tane deneme bulunmas�na kar³�n her
blokta sadece üç tane deney birimi oldu§undan her deneme her
blokta bulunamaz.

Bu nedenle, bu tip blok tasar�mlar� eksik (incomplete) olarak
adland�r�l�r.

Dengeli eksik blok tasar�mlar�nda, denemeler, deneme çiftlerinin
ayn� blokta birlikte bulunma say�lar� e³it olacak ³ekilde her bir
bloktaki deney birimlerine rasgele olarak atan�r/uygulan�r.

Tasar�m�n ad�nda geçen dengeli (balanced) kelimesi de bu
sebepten dolay� kullan�l�r.



�eno§lu &
Ac�ta³

�statistiksel
Deney
Tasar�m�

Giri³

Matematiksel
Model

Parametre
Tahmini

Hipotez Testi

Giri³

Bu deney için denemelerin deney birimlerine atanmas�/uygulanmas�
a³a§�da gösterildi§i gibi yap�labilir.

I1 I2 I3 I4
A B C D
B A D C
C D A B
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Giri³

Dikkat edilirse, her deneme her blokta mevcut de§ildir. Mevcut olan
denemeler de ayn� blokta sadece bir kez kullan�lm�³t�r. (A, B), (A, C),
(A, D), (B, C), (B, D) ve (C,D) deneme çiftlerinin ayn� blokta birlikte
bulunma say�lar� "iki" dir. Bütün denemeleri e³it duyarl�l�kla
kar³�la³t�ran dengeli eksik blok tasar�mlar�nda;

a : deneme say�s�n�,
b : blok say�s�n�,
r : denemelerin tekrar say�s�n�,
k : her bir bloktaki deney birimi say�s�n� ve
λ : herbir deneme çiftinin ayn� blokta birlikte bulunma say�s�n�

göstermek için kullan�l�r, bkz. Yates (1936, 1940).
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Giri³

Dengeli eksik blok tasar�mlar�nda,

λ(a− 1) = r(k − 1)

ve
b ≥ a

e³itlikleri geçerlidir.

Ayr�ca toplam gözlem say�s�

N = ar = bk

d�r.

a = b ve r = k oldu§unda simetrik dengeli eksik blok tasar�mlar�
olarak isimlendirilir, bkz. John (1971).

Aç�kt�r ki, a, b, r ve k parametrelerinin ald�§� de§erler bu
e³itlikleri sa§lamazsa, dengeli eksik blok tasar�m� bulunamaz.



�eno§lu &
Ac�ta³

�statistiksel
Deney
Tasar�m�

Giri³

Matematiksel
Model

Parametre
Tahmini

Hipotez Testi

Giri³

Dengeli eksik blok tasar�mlar�nda rasgelele³tirme yap�l�rken
öncelikle verilen parametre de§erlerine uygun olarak, denemeleri
"1" den "a" ya kadar olan rakamlarla ifade eden örnek bir plan
olu³turulur.

Bu planda ilk olarak bloklar�n yerleri/s�ralar� rasgele olarak
de§i³tirilir.

Daha sonra, her bir blok içerisindeki rakamlar�n yerleri/s�ralar�
rasgele olarak de§i³tirilir.

Son olarak, denemeler rasgele olarak "rakamlara" atan�r.
Böylelikle rasgelele³tirme i³lemi tamamlanm�³ olur, detayl� bilgi
için bkz. Kuehl (2000).
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Matematiksel Model

Dengeli eksik blok tasar�m� için matematiksel model

yij = µ+ τi + γj + εij , i = 1, 2, · · · , a; j = 1, 2, · · · , b (1)

³eklinde ifade edilir. Burada,

yij , j−inci bloktaki, i−inci denemeye ait gözlem de§erini,
µ, genel ortalamay�,
τi , i-inci denemenin etkisini,
γj , j−inci blo§un etkisini ve
εij , rasgele hata terimlerini

gösterir.

(1) modelinde, bloklar�n sabit etkili oldu§u ve denemelerle etkile³imin
olmad�§� varsay�lm�³t�r.
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Gösterge Terimi

Dengeli eksik blok tasar�mlar�nda her deneme her blokta
görülmedi§inden i³lemlerde kolayl�k sa§lamas� bak�m�ndan Iij ile
gösterilen ve a³a§�daki gibi ifade edilen bir gösterge terimi tan�mlan�r:

Iij =

{
1 , i-inci deneme j-inci blokta varsa

0 , i-inci deneme j-inci blokta yoksa
(2)
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Gösterge Matrisi

Elemanlar� gösterge terimleri olan matrise gösterge (incidence)
matrisi denir ve

I =

 I11 I12 · · · I1b
...

... · · ·
...

Ia1 Ia2 · · · Iab


olarak tan�mlan�r.
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Gösterge Matrisi

I matrisinde sat�rlar�n toplam� r , sütunlar�n toplam� da k d�r. Bir
ba³ka deyi³le,

b∑
j=1

Iij = r , i = 1, 2, · · · , a (3)

ve
a∑

i=1

Iij = k, j = 1, 2, · · · , b (4)

e³itlikleri geçerlidir.
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Ayr�ca,

I I
′ =


r λ · · · λ
λ r · · · λ
...

...
. . .

...
λ · · · · · · r


d�r. Çünkü

b∑
j=1

Iij Iij = r (5)

ve
b∑

j=1

Iij Isj = λ (i 6= s) (6)

e³itlikleri geçerlidir. Bunun bir sonucu olarak, I I ′ matrisinin kö³egen
elemanlar� r , kö³egen d�³�ndaki elemanlar� λ d�r.
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Parametre Tahmini

Dengeli eksik blok tasar�mlar�nda, her deneme her blokta
bulunmad�§�ndan, model parametrelerinin LS tahmin edicileri

S =
a∑

i=1

b∑
j=1

Iijε
2

ij =
a∑

i=1

b∑
j=1

Iij(yij − µ− τi − γj)2 (7)

ifadesinin ilgili parametrelere göre minimum yap�lmas�yla bulunur.
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Parametre Tahmini

S toplam�n�n model parametrelerine göre k�smi türevleri

∂S

∂µ
= (−2)

a∑
i=1

b∑
j=1

Iij(yij − µ− τi − γj) = 0 (8)

∂S

∂τi
= (−2)

b∑
j=1

Iij(yij − µ− τi − γj) = 0 (9)

∂S

∂γj
= (−2)

a∑
i=1

Iij(yij − µ− τi − γj) = 0 (10)

d�r.
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Parametre Tahmini

Gerekli i³lemler yap�ld�§�nda

Nµ̃+
a∑

i=1

b∑
j=1

Iij τ̃i +
a∑

i=1

b∑
j=1

Iij γ̃j =
a∑

i=1

b∑
j=1

Iijyij

r µ̃+
b∑

j=1

Iij τ̃i +
b∑

j=1

Iij γ̃j =
b∑

j=1

Iijyij

kµ̃+
a∑

i=1

Iij τ̃i +
a∑

i=1

Iij γ̃j =
a∑

i=1

Iijyij

(11)

denklem sistemi elde edilir.
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Parametre Tahmini

Bu denklem sistemi çözüldü§ünde,

µ̃ = ȳ·· (12)

ve

τ̃i =

k

r ȳi· −
b∑

j=1

Iij ȳ·j


λa

, i = 1, 2, · · · , a (13)

elde edilir.
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Parametre Tahmini

Burada yap�lan analiz, literatürde bloklar içi analiz (intrablock
analysis) olarak adland�r�l�r; çünkü blok etkileri deneme
etkilerinden ar�nd�r�lm�³t�r, bkz. John (1971).

Bloklar içi analiz, bloklar�n sabit etkili veya rasgele etkili olup
olmad�§�na bakmaks�z�n her zaman kullan�labilir, bkz.
Montgomery (2001).
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

(1) modelinde, bloklar birbirleriyle ili³kisiz, 0 ortalamal� ve σ2γ
varyansl� rasgele de§i³kenler olabilir, bkz.Yates (1940).

Bu durumda, denemeler hakk�nda ç�karsama yapmak için
bloklar aras� analiz (intrablock analysis) ad� verilen yöntem
kullan�larak, deneme etkileri hakk�nda baz� ilave bilgiler elde
edilebilir, bkz. Montgomery (2001).

Bloklarlar aras� analiz yap�l�rken, blok etkileri ile hata
terimlerinin ili³kisiz oldu§u varsay�l�r.
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

(1) modelinde,

a∑
i=1

Iijyij =
a∑

i=1

Iijµ+
a∑

i=1

Iijτi +
a∑

i=1

Iijγj +
a∑

i=1

Iijεij (14)

y·j = kµ+
a∑

i=1

Iijτi +

(
kγj +

a∑
i=1

Iijεij

)
(15)

e³itli§i yaz�labilir.
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

(15) de, y·j sembolü ile gösterilen blok toplamlar� gözlemler
olarak dü³ünülebilir, bkz. John (1971). Burada,

εij ve cj = kγj +
a∑

i=1

Iijεij

ifadeleri s�ras�yla bloklar içi hata terimlerini ve birle³tirilmi³ hata
terimlerini gösterir.

Aç�kt�r ki, birle³tirilmi³ hata terimleri cj lerin beklenen de§eri 0,
varyanslar� da k2σ2γ + kσ2 olur.
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

cj birle³tirilmi³ hata terimlerinin kareler toplam�n�n minimum
yap�lmas�yla bloklar aras� LS tahmin edicileri bulunur.
Bir ba³ka deyi³le,

S =
b∑

j=1

(
y·j − kµ−

a∑
i=1

Iijτi

)2

(16)

olmak üzere, µ ve τi parametrelerinin bloklar aras� LS tahmin edicileri
S toplam�n� ilgili parametrelere göre minimum yapan de§erlerdir.
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

S nin, µ ve τi parametrelerine göre k�smi türevleri s�ras�yla

∂S

∂µ
= (−2k)

b∑
j=1

(
y·j − kµ−

a∑
i=1

Iijτi

)
= 0 (17)

∂S

∂τi
= (−2)

b∑
j=1

(
y·j − kµ−

a∑
i=1

Iijτi

)
Iij = 0 (18)

dir.



�eno§lu &
Ac�ta³

�statistiksel
Deney
Tasar�m�

Giri³

Matematiksel
Model

Parametre
Tahmini

Hipotez Testi

Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

Buradan,

N ˜̃µ+ r

a∑
i=1

˜̃τi = y··

rk ˜̃µ+ r ˜̃τi + λ

a∑
s=1

∗
˜̃τs =

b∑
j=1

Iijy·j

(19)

denklem sistemi elde edilir.
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

(19) denklem sisteminin çözümü,

˜̃µ = ȳ·· (20)

˜̃τi =

k

 b∑
j=1

Iij ȳ·j − r ȳ··


r − λ

(21)

olur.

˜̃µ, ˜̃τi , µ ve τi parametrelerinin bloklar aras� LS tahmin
edicileridir.
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Bloklarlar Aras� LS Tahmin Edicileri

Bloklar içi τ̃i ile bloklar aras� ˜̃τi LS tahmin edicileri a³a§�daki
özelliklere sahiptirler:

τ̃i ve ˜̃τi tahmin edicileri ili³kisizdir.

τ̃i ve ˜̃τi her ikisi de τi parametresinin yans�z tahmin edicisidir.

Var(τ̃i ) =
k(a− 1)

λa2
σ2.

Var(˜̃τi ) =
k(a− 1)

a(r − λ)
(kσ2γ + σ2).

bkz. Montgomery (2001).
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

Bloklar içi tahmin edici τ̃i , bloklar aras� tahmin edici ˜̃τi ile bu
tahmin edicilerin varyanslar� kullan�larak model parametresi τi
nin minimum varyansl� yans�z bir tahmin edicisi bulunur, bz.
Graybill & Seshadri (1960).

Bu tahmin edici, τ̂i ile gösterilir ve birle³tirilmi³ (combined)
tahmin edici olarak adland�r�l�r.
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

Birle³tirilmi³ tahmin edici,

τ̂i = w1τ̃i + w2
˜̃τi (22)

do§rusal bile³imi yard�m�yla elde edilir.

τ̂i n�n minimum varyansl� bir tahmin edici olabilmesi için, w1 ve
w2 a§�rl�klar�n�n s�ras�yla τ̃i ve ˜̃τi tahmin edicilerinin varyanslar�
ile ters orant�l� olmas� gerekir.
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

w1 ve w2 a³a§�da gösterildi§i gibi bulunur:

w1 =

1
Var(τ̃i )

1
Var(τ̃i )

+
1

Var(˜̃τi )

(23)

=
Var(˜̃τi )

Var(τ̃i ) + Var(˜̃τi )
(24)

=

k(a− 1)

a(r − λ)
(kσ2γ + σ2)

k(a− 1)

λa2
σ2 +

k(a− 1)

a(r − λ)
(kσ2γ + σ2)

(25)

ve
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

w2 =

1

Var(˜̃τi )
1

Var(τ̃i )
+

1

Var(˜̃τi )

(26)

=
Var(τ̃i )

Var(τ̃i ) + Var(˜̃τi )
(27)

=

k(a− 1)

λa2
σ2

k(a− 1)

λa2
σ2 +

k(a− 1)

a(r − λ)
(kσ2γ + σ2)

(28)

d�r.
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

(22) e³itli§inde, w1 ve w2 yerlerine yaz�l�p ifade düzenlendi§inde

τ̂i =

k(r ȳi· −
b∑

j=1

Iij ȳ·j)(kσ2γ + σ2) +

(
k

a∑
i=1

Iij ȳ·j − kr ȳ··

)
σ2

(r − λ)σ2 + λa(kσ2γ + σ2)
(29)

elde edilir.
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

σ2γ ve σ2 bilinmedi§inden (29) ifadesinde bu parametrelerin
yerlerine tahmin edicileri kullan�larak τ̂i elde edilir.

Do§al olarak,

σ̃2 = MSHata (30)

d�r.
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

Denemelere göre düzeltilmi³ blok kareler ortalamas�

MSBlokDuzeltilmis
=


k

a∑
i=1

(r ȳi· −
b∑

j=1

Iij ȳ·j)
2

λa
+

b∑
j=1

y2·j

k
−

a∑
i=1

y2i·
r


b − 1

(31)



�eno§lu &
Ac�ta³

�statistiksel
Deney
Tasar�m�

Giri³

Matematiksel
Model

Parametre
Tahmini

Hipotez Testi

Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

ve beklenen de§eri

E (MSBlokDuzeltilmis
) = σ2 +

a(r − 1)

b − 1
σ2γ (32)

oldu§undan
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σ̃2γ =


(MSBlokDuzeltilmis

−MSHata)(b − 1)

a(r − 1)
, MSBlokDuzeltilmis

> MSHata ise

0 , MSBlokDuzeltilmis
≤ MSHata ise

(33)

olarak elde edilir, bkz. Yates (1940), Graybill (1961).
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Birle³tirilmi³ LS Tahmin Edicileri

σ̃2γ tahmin edicisinin poziti�ik ve negati�ik durumuna göre

τ̂i =


k(r ȳi· −

b∑
j=1

Iij ȳ·j )(kσ̃2γ + σ̃2) + k

(
a∑

i=1

Iij ȳ·j − r ȳ··

)
σ̃2

(r − λ)σ̃2 + λa(σ̃2 + kσ̃γ)
, σ̃2γ > 0 ise

ȳi· − ȳ·· , σ̃2γ = 0 ise

(34)

olur.
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Hipotez Testi

(1) modelinde,
H0 : ∀τi = 0, i = 1, 2, · · · , a (35)

hipotezi s�nan�r. Bu hipotezi s�namak için gerekli test istatisti§i genel
kareler toplam�n�n bile³enlerine ayr�lmas�yla elde edilir.
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Hipotez Testi: Genel Kareler
Toplam�n�n Parçalan�³�

(1) modelinde, genel kareler toplam�

SSToplam =
a∑

i=1

b∑
j=1

(yij − ȳ··) (36)

d�r. Burada,

ȳ·· =

a∑
i=1

b∑
j=1

Iijyij

N
(37)

dir.



�eno§lu &
Ac�ta³

�statistiksel
Deney
Tasar�m�

Giri³

Matematiksel
Model

Parametre
Tahmini

Hipotez Testi

Hipotez Testi: Genel Kareler
Toplam�n�n Parçalan�³�

(36) de verilen SSToplam ifadesi di§er bölümlerde oldu§u gibi
deneme kareler toplam�, blok kareler toplam� ve hata kareler
toplam� ³eklinde yaz�lamaz; çünkü dengeli eksik blok
tasar�mlar�nda her deneme her blokta görünmez.

Bu da denemelerin ve bloklar�n birbirlerine �dik" olmad�§�
anlam�na gelir. Bu durumda düzeltilmi³ (adjusted) deneme
kareler toplam� kullan�l�r.

Düzeltilmi³ deneme kareler toplam�, blok etkileri deneme
etkilerinden ar�nd�r�ld�ktan sonraki deneme kareler toplam� olarak
ifade edilir.
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Hipotez Testi: Genel Kareler
Toplam�n�n Parçalan�³�

Genel kareler toplam�,

SSToplam = SSDenemeDuzeltilmis
+ SSBlok + SSHata (38)

olarak bile³enlerine ayr�l�r.
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Hipotez Testi: Genel Kareler
Toplam�n�n Parçalan�³�

Burada,

SSDenemeDuzeltilmis
=

k

a∑
i=1

r ȳi· −
b∑

j=1

Iij ȳ·j

2

λa

SSBlok = k

b∑
j=1

(ȳ·j − ȳ··)
2

SSHata = SSToplam − SSDenemeDuzeltilmis
− SSBlok

(39)
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Hipotez Testi: Genel Kareler
Toplam�n�n Parçalan�³�

ve

ȳi· =

b∑
j=1

Iijyij

r
, ȳ·j =

a∑
i=1

Iijyij

k

(40)

dir.
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Hipotez Testi: Test �statisti§i

(1) modelinde,

H0 : ∀τi = 0, i = 1, 2, · · · , a

hipotezini s�namak için

FDeneme =

SSDenemeDuzeltilmis

/
(a− 1)

SSHata

/
(N − a− b + 1)

=
MSDenemeDuzeltilmis

MSHata
(41)

test istatisti§i kullan�l�r.
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Hipotez Testi: Test �statisti§i

Teorem
(1) modelinde, H0 hipotezi alt�nda, FDeneme test istatisti§i, a− 1 ve

N − a− b + 1 serbestlik dereceli merkezi F da§�l�m�na sahiptir.
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Hipotez Testi: KARAR

FDeneme test istatisti§inin de§eri, α anlam düzeyinde, a− 1 ve
N − a− b + 1 serbestlik dereceli F tablo de§erinden daha
büyükse s�f�r hipotezi reddedilir. Bir ba³ka deyi³le,

FDeneme > Fα;a−1;N−a−b+1

ise "Denemeler aras�nda anlaml� bir farkl�l�k vard�r" denir. ♣
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ANOVA Tablosu

Yukar�da elde edilen bilgiler �³�§�nda, dengeli eksik blok tasar�m� için
ANOVA tablosu, a³a§�da gösterildi§i gibi olu³turulur.

Kaynak df SS MS F

Bloklar b − 1 SSBlok MSBlok

Denemeler a − 1 SSDenemeDuzeltilmis
MSDenemeDuzeltilmis

FDeneme

Hata N − a − b + 1 SSHata MSHata

Genel N − 1 SSToplam
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