
2.1.2 Keyfi Basamaktan Türevler

p > 0 olma durumunu düşünelim. Keyfi basamaktan türevler için
amacımız

aD
p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

h−p
n∑
r=0

(−1)n
(
p

r

)
f(t− rh)

aD
p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

f
(p)
h (t)

limitini hesaplamaktır. Burada

f
(p)
h (t) = h−p

n∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh)

dir. Burada
(pr) =

(
p−1
r

)
+
(
p−1
r−1
)

dır. Gerekli i̧slemler yapıldı̆gında

aD
p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

f
(p)
h (t) =

m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)
+

1

Γ(−p+m+ 1)

t∫
a

(t−τ)m−pf (m+1)(τ)dτ

elde edilir.

2.1.3 (t− a)β nın Kesirli Türevi:

υεIR olmak üzere, f(t) = (t− a)υ nın Grünwald-Letnikov kesirli türevi

aD
p
t (t−a)υ =

Γ(υ + 1)

Γ (v − p+ 1)
(t−a)v−p (p < 0, υ > −1) veya (0 ≤ m ≤ p < m+1, υ > m)

şeklindedir.

2.1.4 TamsayıBasamaktan Türevler İle Birleştirme

Yukarıdaki formülde m için sadece bir kısıtlama mevcuttur, yani m >
p− 1 durumu. Şimdi m yerine s alarak tekrar yazarsak

aD
p
t f(t) =

s∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)
+

1

Γ(−p+ s+ 1)

t∫
a

(t−τ)s−pf (s+1)(τ)dτ
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elde ederiz. Burada m < p < m+ 1 kabul ediyoruz. f(t) fonksiyonunun
p basamaktan kesirli türevinin, n tamsayıbasamaktan türevi

dn

dtn
(aD

p
t f(t)) = aD

p+n
t f(t)

=

m+n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p−n+k

Γ(−p− n+ k + 1)

+
1

Γ(m− p)

t∫
a

(t− τ)m−p−1f (m+n)(τ)dτ

dir.
Benzer şekilde n tamsayıbasamaktan türevinin p−inci basamaktan

kesirli türevi

dn

dtn
(aD

p
t f(t)) =a D

p
t

(
dnf(t)

dtn

)
+

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p−n+k

Γ(−p− n+ k + 1)

dir.
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