
2.2 Riemann-Liouville Kesirli Türevi:
Kesirli basamaktan geri farkın limiti olarak tanımlanan Grünwald-Letnikov
kesirli türevi i̧slem yaparken çok kullanı̧slıdeğildir. Riemann-Liouville
kesirli türevi

aD
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t f(t) = (

d

dt
)m+1

1

Γ(m− p+ 1)

t∫
a

(t−τ)m−pf(τ)dτ (m ≤ p < m+1)

şeklinde tanımlanır.
Şimdi Riemann-Liouville tanımının nasıl, tamsayı basamaktan in-

tegralin ve diferensiyel kavramlarının birleştirilmesi sonucu olarak elde
edildiğini inceleyelim.

2.2.1 Tamsayı Basamaktan Türevlerin ve İntegrallerin Bir-
leştirilmesi:

Kabul edelim ki f(τ) fonksiyonu sürekli ve her sonlu (a, t) aralı̆gında inte-
grallenebilir olsun. f(t) fonksiyonu τ = a noktasında r < 1 basamaktan
singülerliğe sahip olsun.

lim
τ→a

(τ − a)rf(t) = sabit(6= 0)

f (−1)(t) =

t∫
a

f(τ)dτ

integrali mevcuttur ve sonlu bir değere sahiptir, öyle ki t→ a için sıfıra
eşittir. Aslında τ = a + y(t − a) deği̧sken deği̧stirmesi yaparsak ve
ε = t− a alırsak

lim
t→a

f (−1)(t) = lim
t→a

t∫
a

f(τ)dτ

= lim
ε→0

ε1−r
1∫
0

(εy)r f(a+ y(t− a))y−rdy = 0

elde edilir. İki katlıintegrali gözönüne alırsak

f (−2)(t) =

t∫
a

dτ 1

τ1∫
a

f(τ)dτ =

t∫
a

f(τ)dτ

t∫
τ

dτ 1

=

t∫
a

(t− τ)f(τ)dτ
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buluruz. Benzer şekilde

f (−3)(t) =

t∫
a

dτ 1

τ1∫
a

dτ 2

τ2∫
a

f(τ 3)dτ 3

=
1

2

t∫
a

(t− τ)2f(τ)dτ

ve tümevarımla Cauchy formülü elde edilir:

f (−n)(t) =
1

Γ(n)

t∫
a

(t− τ)n−1f(τ)dτ .

Şimdi kabul edelim ki n ≥ 1 sabit ve k ≥ 0 tamsayıolsun.
Bu durumda

f (−k−n)(t) =
1

Γ(n)
D−k

t∫
a

(t− τ)n−1f(τ)dτ

dır.Burada D−k sembolü (k ≥ 0) k kez tekrarlanan integrasyonu göster-
mektedir.
Diğer yandan n ≥ 1 olmak üzere k ≥ n tamsayılarıiçin f(t) fonksiy-

onunun (k − n).basamaktan türevi

f (k−n)(t) =
1

Γ(n)
Dk

t∫
a

(t− τ)n−1f(τ)dτ

dir.Dk (k ≥ 0) k kez türevi göstermektedir.
Buradan görülüyor ki, f (−k−n)(t) ve f (−k−n)(t) formülleri biri diğerinin

özel bir durumu olarak göz önüne alınabilir.
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