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k-boyutlu lineer
x(n+ 1) = Ax(n), n > n0 > 0 (1)

otonom fark sistemini ele alal¬m. Burada A, k � k tipinde reel sabit
elemanl¬singüler olmayan bir matristir.

Tan¬m
B = (bij ), k � k tipinde reel simetrik bir matris olsun. Skaler

V (x) = xTBx =
k

∑
i=1

k

∑
j=1
bijxixj

fonksiyonu pozitif de�nit ise, B ye pozitif de�nit matris denir.
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Tan¬m
Bir matrisin esas asli minörleri , o matrisin kendisi ile ard¬̧s¬k olarak son
sat¬r ve son kolonlar¬n at¬lmas¬yla elde edilen karesel matrislerdir.

Bu tan¬ma göre

B =

0@ 4 1 0
2 5 1
0 1 �1

1A
matrisinin esas asli minörleri0@ 4 1 0

2 5 �1
0 �1 1

1A , � 4 1
2 5

�
ve (4)

dür.
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Teorem
(Sylvester kriteri)
Reel simetrik bir B matrisinin pozitif de�nit olmas¬için gerek ve yeter
koşul onun bütün esas asli minörlerinin determinantlar¬n¬n pozitif olmas¬d¬r.
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Örnek

B =

0@ 4 1 0
2 5 �1
0 �1 1

1A ile verilen reel simetrik B matrisi pozitif de�nittir.

Çünkü onun bütün esas asli minörlerinin determinantlar¬pozitiftir.
Gerçekten,

det(B) = 14, det
�
4 1
2 5

�
= 18 ve det(4) = 4

dür. Ayr¬ca, bu matrise karş¬l¬k gelen kuadratik

V (x) = xTBx = 4x21 + 5x
2
2 + x

2
3 + 3x1x2 � 2x2x3

fonksiyonu pozitif de�nit olur; burada x = (x1, x2, x3)T dir. Çünkü
V (0) = 0 ve her x 6= 0 için V (x) > 0 d¬r.
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Teorem
Reel simetrik bir B matrisi pozitif de�nit ise, bu durumda B nin bütün
özde¼gerleri pozitiftir. Ayr¬ca, λ1,λ2, ...,λk , B nin özde¼gerleri ise, o zaman

λmin kxk2 6 V (x) 6 λmax kxk2 , 8 x 2 Rk ,

dir; burada k.k Öklid normu, V (x) = xTBx ,

λmin = min fjλi j : 1 6 i 6 kg ve

λmax = ρ(A) = max fjλi j : 1 6 i 6 kg

d¬r.
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B pozitif de�nit simetrik bir matris oldu¼gu sürece bir aday Lyapunov
fonksiyonu olarak

V (x) = xTBx

seçilebilir. Sonra bu fonksiyonun (1) sistemine göre ∆V (x) de¼gişimi
hesaplan¬r:

∆V (x(n)) = xT (n+ 1)Bx(n+ 1)� xT (n)Bx(n)
= xT (n)ATBAx(n)� xT (n)Bx(n)
= xT (n)(ATBA� B)x(n).

Buna göre ∆V (x) < 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul

ATBA� B = �C (2)

olmas¬d¬r; burada C bir pozitif de�nit simetrik matristir. (2) denklemi (1)
sistemi için Lyapunov denklemi olarak bilinir.
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Teorem
(1) sisteminin s¬f¬r çözümünün asimptotik kararl¬olmas¬için gerek ve yeter
koşul her pozitif de�nit simetrik C matrisine karş¬l¬k (2) denkleminin bir
tek pozitif de�nit simetrik B matrisine sahip olmas¬d¬r.
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