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Lineer olmayan bir fark denklem sistemi

x(n+ 1) = A(n)x(n) + g(n, x(n)) (1)

olsun; burada A(n), k � k tipinde her n için singüler olmayan bir matris ve
g : N� G ! Rk , G � Rk , sürekli bir fonksiyondur. (1) e ilişkin lineer
sistem

y(n+ 1) = A(n)y(n) (2)

dir. (1) sistemi,
x(n+ 1) = f (n, x(n)) (3)

şeklinde lineer olmayan bir denklemin lineerleştirilmesi esnas¬nda ortaya
ç¬kar; burada f : N� G ! Rk , G � Rk , bir x� denge noktas¬nda sürekli

türevlenebilen bir fonksiyondur (yani,
∂f
∂xi
jx � , 1 6 i 6 k, mevcut ve

∂f
∂x

türevi x� ¬n bir aç¬k komşulu¼gunda süreklidir).

Matematik Bölümü-MAT444 () 12. Hafta 2 / 8



(3) sisteminin önemli bir özel durumu

x(n+ 1) = f (x(n)) (4)

otonom sistemidir. Bu da

x(n+ 1) = Ax(n) + g(x(n)) (5)

şeklinde yaz¬labilir; burada A = f 0(0) Jacobian matris ve
g(x) = f (x)� Ax dir. f , 0 da türevlenebilir oldu¼gundan,
kxk ! 0 halinde g(x) = o(x) (yani, her ε > 0 için kxk < δ halinde
kg(x)k 6 ε kxk olacak şekilde bir δ > 0 vard¬r) ya da eşde¼ger olarak

lim
kxk!0

kg(x)k
kxk = 0

d¬r.
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Lemma
(Ayr¬k Gronwall Eşitsizli¼gi) (z(n)) ve (h(n)) , n > n0 > 0, reel say¬lar¬n
iki dizisi olmak üzere h(n) > 0 olsun. Bir M > 0 için

z(n) 6 M
"
z(n0) +

n�1
∑
j=n0

h(j)z(j)

#

ise, bu durumda

z(n) 6 z(n0)
n�1
∏
j=n0

(1+Mh(j)) , n > n0 ,

veya

z(n) 6 z(n0) exp
 
n�1
∑
j=n0

Mh(j)

!
, n > n0 ,

d¬r.
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Teorem
kxk ! 0 halinde düzgün olarak g(n, x) = o(kxk) olsun. (2) homogen
sisteminin s¬f¬r çözümü düzgün asimptotik kararl¬ise, bu durumda lineer
olmayan (1) sisteminin s¬f¬r çözümü üstel kararl¬d¬r.
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Teorem
(i) ρ(A) = 1 ise, (5) sisteminin s¬f¬r çözümü kararl¬ya da karars¬z olabilir.
(ii) ρ(A) > 1 ve kxk ! 0 halinde g(x) = o(x) ise, o zaman (5) in s¬f¬r
çözümü karars¬zd¬r.
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Örnek �
x1(n+ 1) = x1(n) + x22 (n) + x

2
1 (n),

x2(n+ 1) = x2(n)

sisteminin (0, 0) denge noktas¬n¬n karars¬zd¬r. Bununla birlikte, bu sistemin
lineer k¬sm¬ �

x1(n+ 1) = x1(n),
x2(n+ 1) = x2(n)

olup

A =
�
1 0
0 1

�
matrisi için ρ(A) = 1 dir. Öte yandan, ayn¬lineer k¬sma sahip olan di¼ger
bir lineer olmayan �

x1(n+ 1) = x1(n)� x31 (n)x22 (n),
x2(n+ 1) = x2(n)

sistemi için (0, 0) denge noktas¬kararl¬d¬r.
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Örnek
Çünkü bu sistem için bir V (x) Lyapunov fonksiyonu

V (x) = x21 + x
2
2

şeklinde seçilebilir ve dolay¬s¬yla

∆V (x(n)) = x41 (n)x
2
2 (n)(�2+ x21 (n)x22 (n))

olur. Buradan x21 x
2
2 6 2 ise, ∆V (x) 6 0 d¬r.
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