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A(p(n—1)Ax(n—1)) +q(n)x(n) =0, ne€[a+1,b+1], (1)

fark denklemini ele alalim; burada p(n) fonksiyonu

[a,b+1] ={a,a+1,..., b+ 1} iizerinde tanimli ve pozitif degerli, g(n)
fonksiyonu [a + 1, b+ 1] iizerinde tanimli olup a, b € N = {0, 1, 2, ...} dir.
Bu denklem acik olarak

p(mx(n+1)+c(n)x(n)+p(n—1)x(n—1) =0, n€ [a+1,b+1], (2)
bicimindedir; burada
c(n) = q(n) = p(n) — p(n—1) (3)

dir. Tersine olarak, p(n) fonksiyonu [a, b + 1] iizerinde pozitif oldugu
siirece (2) seklinde verilen bir denklem,

q(n) = c(n) + p(n) 4+ p(n—1) (4)

olmak iizere (1) formunda yazilabilir.
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3"x(n+1) + (cosn —4.3""1)x(n) + 3" 1x(n — 1) = 0 fark denklemi
(2) formunda verilmistir. Burada p(n) = 3" ve c(n) = cosn — 4.3""1 dir.
p(n) pozitif oldugundan, bu denklem (1) self-adjoint formunda yazilabilir.
Gercekten, bu denklem, (4) den,

g(n) = cosn—43""1 4374371

= Ccosn

olmak iizere
A" 'Ax(n—1)) + (cosn)x(n) = 0

seklinde yazilabilir.
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Genel olarak,
a(n)x(n+1) + B(n)x(n) +y(n)x(n—1) =0 (5)

denklemi, n € [a, b+ 1] icin a(n) >0ve n€ [a+1,b+1]icin y(n) >0
olmak kosuluyla (1) self-adjoint formunda gosterilebilir: (5) denkleminin
iki yani pozitif bir 6(n) fonksiyonu ile carpilirsa,

S(ma(n)x(n+1) +5(n)p(n)x(n) +6(n)y(n)x(n—1) =0 (6)
bulunur. Bu denklemin (2) formunda olmasi icin
5(n)a(n) = p(n) ve 3(m)y(n) = p(n—1)

saglanmalidir. Buradan birinci basamaktan

5(n+1) = 7(";@1)5(,7), n € a, b,

fark denklemi ortaya cikar.

Matematik Bolimi-MAT444 () 13. Hafta



Bu denklem
n)_yﬂ,y I—‘F].

¢oziimiine sahiptir; burada y herhangi bir pozitif sabit veya sadelik
bakimindan y = 1 dir. Boylece

n—1 i
pln) = o) [T

ve (4) den,
q(n) = &(n)B(n) + p(n) + p(n—1)

oldugu siirece, (6) denklemi (1) self-adjoint denklemine esdegerdir.
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2"x(n+1) + ( n’;n - 1) x(n) +x(n—1) = 0 fark denklemini
25"

self-adjoint formda yazmak icin

1 n(n—1)
s(n)=J]2 =222.2""=2 2
i=0
fonksiyonu hesaplanir. Boylece, verilen denklemin self-adjoint formu,

n’ —n n’+n n’+n
p(n)=2"2 2 =2 2 veq(n)=n+2 2

olmak iizere

A (2n22_nAx(n— 1)) -+ <n+2"22+"> x(n) =0

dir.
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S ={x:[a, b+2] — R} ciimlesi iizerinde tanimli olan
Lx(n) = A(p(n—1)Ax(n—1)) + q(n)x(n), n€ [a+1,b+1],

operatériinii gézoniine alahim. Buna gore (1) self-adjoint denklemi
Lx(n) = 0 seklinde yazilabilir.

Teorem

(Lagrange 6zdesligi) x(n) ve y(n) fonksiyonlari [a, b+ 2] iizerinde
tanimli ise, 0 zaman n € [a+ 1, b+ 1] igin

y(n)Lx(n) = x(n)Ly(n) = A(p(n = )W (y(n—1),x(n —1)))

dir; burada W (n) = W(y(n),x(n)) fonksiyonu y(n) ve x(n) nin
Casoratyanidir.
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Sonug
(Green formiilii) x(n) ve y(n) fonksiyonlari [a, b+ 2] iizerinde tanimli
ise, bu durumda

b+1

Y~ [y(n)Lx(n) —x(n)Ly(n)] = p(n)W(y(n),x(n))[s*"

n=a+1

dir.
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Sonug

(Liouville formiilii) u(n) ve v(n) fonksiyonlari (1) denkleminin [a, b+ 2]
lizerinde ¢éziimleri ise, bu durumda n € [a, b+ 1] icin

dir; burada c bir sabittir
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Tanim
x(n,s),a<n<b+2 a+1<s<b+1, fonksiyonu her bir sabit
s€la+1b+1]igin
Lx(n,s) = 0,
1
x(s,s) = 0, x(s+1,5)=—

p(s)

baslangi¢c deger problemini saglyorsa, o zaman x(n,s), n > s,
fonksiyonuna (1) self-adjoint denkleminin Cauchy fonksiyonu denir.
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