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∆(p(n� 1)∆x(n� 1)) + q(n)x(n) = 0, n 2 [a+ 1, b+ 1], (1)

fark denklemini ele alal¬m; burada p(n) fonksiyonu
[a, b+ 1] = fa, a+ 1, ..., b+ 1g üzerinde tan¬ml¬ve pozitif de¼gerli, q(n)
fonksiyonu [a+ 1, b+ 1] üzerinde tan¬ml¬olup a, b 2 N = f0, 1, 2, ...g dir.
Bu denklem aç¬k olarak

p(n)x(n+ 1)+ c(n)x(n)+ p(n� 1)x(n� 1) = 0, n 2 [a+ 1, b+ 1], (2)

biçimindedir; burada

c(n) = q(n)� p(n)� p(n� 1) (3)

dir. Tersine olarak, p(n) fonksiyonu [a, b+ 1] üzerinde pozitif oldu¼gu
sürece (2) şeklinde verilen bir denklem,

q(n) = c(n) + p(n) + p(n� 1) (4)

olmak üzere (1) formunda yaz¬labilir.

Matematik Bölümü-MAT444 () 13. Hafta 2 / 10



Örnek
3nx(n+ 1) + (cos n� 4.3n�1)x(n) + 3n�1x(n� 1) = 0 fark denklemi

(2) formunda verilmiştir. Burada p(n) = 3n ve c(n) = cos n� 4.3n�1 dir.
p(n) pozitif oldu¼gundan, bu denklem (1) self-adjoint formunda yaz¬labilir.
Gerçekten, bu denklem, (4) den,

q(n) = cos n� 4.3n�1 + 3n + 3n�1

= cos n

olmak üzere
∆(3n�1∆x(n� 1)) + (cos n)x(n) = 0

şeklinde yaz¬labilir.
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Genel olarak,

α(n)x(n+ 1) + β(n)x(n) + γ(n)x(n� 1) = 0 (5)

denklemi, n 2 [a, b+ 1] için α(n) > 0 ve n 2 [a+ 1, b+ 1] için γ(n) > 0
olmak koşuluyla (1) self-adjoint formunda gösterilebilir: (5) denkleminin
iki yan¬pozitif bir δ(n) fonksiyonu ile çarp¬l¬rsa,

δ(n)α(n)x(n+ 1) + δ(n)β(n)x(n) + δ(n)γ(n)x(n� 1) = 0 (6)

bulunur. Bu denklemin (2) formunda olmas¬için

δ(n)α(n) = p(n) ve δ(n)γ(n) = p(n� 1)

sa¼glanmal¬d¬r. Buradan birinci basamaktan

δ(n+ 1) =
α(n)

γ(n+ 1)
δ(n), n 2 [a, b],

fark denklemi ortaya ç¬kar.
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Bu denklem

δ(n) = µ
n�1
∏
i=a

α(i)
γ(i + 1)

çözümüne sahiptir; burada µ herhangi bir pozitif sabit veya sadelik
bak¬m¬ndan µ = 1 dir. Böylece

p(n) = α(n)
n�1
∏
i=a

α(i)
γ(i + 1)

ve (4) den,
q(n) = δ(n)β(n) + p(n) + p(n� 1)

oldu¼gu sürece, (6) denklemi (1) self-adjoint denklemine eşde¼gerdir.
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Örnek

2nx(n+ 1) +
�

n

2
n2�n
2

� 1
�
x(n) + x(n� 1) = 0 fark denklemini

self-adjoint formda yazmak için

δ(n) =
n�1
∏
i=0
2i = 2.22...2n�1 = 2

n(n� 1)
2

fonksiyonu hesaplan¬r. Böylece, verilen denklemin self-adjoint formu,

p(n) = 2n.2

n2 � n
2 = 2

n2 + n
2 ve q(n) = n+ 2

n2 + n
2

olmak üzere

∆
�
2
n2�n
2 ∆x(n� 1)

�
+

�
n+ 2

n2+n
2

�
x(n) = 0

d¬r.
Matematik Bölümü-MAT444 () 13. Hafta 6 / 10



S = fx : [a, b+ 2]! Rg cümlesi üzerinde tan¬ml¬olan

Lx(n) = ∆(p(n� 1)∆x(n� 1)) + q(n)x(n), n 2 [a+ 1, b+ 1],

operatörünü gözönüne alal¬m. Buna göre (1) self-adjoint denklemi
Lx(n) = 0 şeklinde yaz¬labilir.

Teorem
(Lagrange özdeşli¼gi) x(n) ve y(n) fonksiyonlar¬[a, b+ 2] üzerinde
tan¬ml¬ise, o zaman n 2 [a+ 1, b+ 1] için

y(n)Lx(n)� x(n)Ly(n) = ∆(p(n� 1)W (y(n� 1), x(n� 1)))

dir; burada W (n) = W (y(n), x(n)) fonksiyonu y(n) ve x(n) nin
Casoratyan¬d¬r.
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Sonuç
(Green formülü) x(n) ve y(n) fonksiyonlar¬[a, b+ 2] üzerinde tan¬ml¬
ise, bu durumda

b+1

∑
n=a+1

[y(n)Lx(n)� x(n)Ly(n)] = p(n)W (y(n), x(n))jb+1a

dir.
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Sonuç
(Liouville formülü) u(n) ve v(n) fonksiyonlar¬(1) denkleminin [a, b+ 2]
üzerinde çözümleri ise, bu durumda n 2 [a, b+ 1] için

W (u(n), v(n)) =
c
p(n)

dir; burada c bir sabittir
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Tan¬m

x(n, s), a � n � b+ 2, a+ 1 � s � b+ 1, fonksiyonu her bir sabit
s 2 [a+ 1, b+ 1] için

Lx(n, s) = 0,

x(s, s) = 0, x(s + 1, s) =
1
p(s)

başlang¬ç de¼ger problemini sa¼gl¬yorsa, o zaman x(n, s), n � s,
fonksiyonuna (1) self-adjoint denkleminin Cauchy fonksiyonu denir.
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