3. OLCULEBILIR FONKSIYONLAR

SORU 1: f: R — R azalan fonksiyon ise f fonksiyonu Borel 6lgiilebilir

midir?
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Sekil 2. Azalan f fonksiyonunun grafigi

Va € R igin f7' ((a,00)) := {z €R: f(z)>a} € B(R) oldugunu goster-

meliyiz.

a<Oolsun. {z€eR: f(z)>a}=(—oc0,a)€ B(R)
O<a<bolsun. {zr eR: f(x)>a}=(—00,as) € B(R)

a>bolsun. {reR: f(z)>a}=(-00,a3) € B(R)



olup f fonksiyonu Borel 6l¢iilebilirdir.

SORU 2: Porzitif f fonksiyonu olciilebilir ise v/f fonksiyonu da ¢l¢iilebilirdir.

Gosteriniz.
COZUM 2: Va € R icin {:z: eEX: f(x)> a} € A oldugu gosterilmelidir.
a < 0 olsun. {:UEX: \/f(:c)>a}:X€.A

a > 0 olsun. {xeX: \/f(a:)>a}:{a:€X: f(x)>a?} € Aolup [

fonksiyonu ol¢iilebilirdir.

SORU 3: (X, .A) olgiilebilir uzay olsun. f fonksiyonu olgiilebilir ise Va € R
icin
{reX: f(x)=qa}
kiimesinin olgiilebilir oldugunu gosteriniz.
cOzZUM 3:

{reX: f(x)=a}={zreX: f)>a}n{zeX: [f(z)<a}

olarak yazilabilir. f fonksiyonu olciilebilir oldugundan yukaridaki ifadenin sag

tarafindaki iki kiime olgiilebilirdir. Yani A o—cebirine aittir. Dolayisiyla
{reX: f(x)=a}ec A

olup olciilebilirdir.



SORU 4: f:R — R, f(z) = sgnz ise f fonksiyonunun Borel 6lgiilebilir

oldugunu gosteriniz.

COZUM 4: Va € Ricin {z €R: f(z)>a} € B(R) oldugunu goster-

meliyiz. )
-1 : <0
fla)=sgnz=1 0 ; 2=0 -
1 5 >0

a<-lise{reR: f(x)>a}=ReB(R)
—1<a<0ise{reR: f(z)>a}=1[0,+0)€ B(R)
0<a<lise{zeR: f(z)>a}=(0+00)€ B(R)
a>lise{reR: f(x)>a}=0¢cB(R)

olup f fonksiyonu Borel algiilebilirdir.

SORU 5: f:R — R,

ile tanimlanan f fonksiyonu Borel 6lgiilebilirdir. Gosteriniz.



CcOzZUM 5:

Sekil 3. f fonksiyonunun grafigi

a<Oise {freR: f(x)>a}=_(a,0)cB(R)
0<a<lise{zeR: f(z)>a}=[0,0)¢€ B(R)
1<a<3ise{reR: f(z)>a}=(0,0)cB(R)
a>3ise {reR: f(r)>a} = (ay0) € B(R)
olup f fonksiyonu Borel 6l¢iilebilirdir.

SORU 6: f:R — R o6lgiilebilir fonksiyon ve ¢ > 0 olsun.

(

fx) 5 [f@)f<e
fe (@) := c ; flx)>c

—c ; f(z)<—c

\

seklinde tanimlanan f. fonksiyonunun 6l¢iilebilir oldugunu gosteriniz.
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CcOzZUM 6:
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Sekil 4. f. fonksiyonunun grafigi

a<——cise{reR: f(x)>a}=ReB(R)
—c<a<cise{reR: f(z)>a}=(a,0) e BR)
a>cise {reR: f(z)>a}=0¢eB(R)
olup f. fonksiyonu Borel 6lgiilebilirdir.

SORU 7: (X, A) olgiilebilir uzay ve A € A olsun. f: A — R fonksiyonu i¢in

asagidaki 6nermeler denktir. Gosteriniz.
(a) f, A o—cebirine gore dlciilebilirdir.
(b) VU C R agik alt kiimesi igin f~! (U) € A.

(c) VF C R kapal alt kiimesi i¢in f~! (F) € A.



(d) VB C R Borel alt kiimesi i¢in f~! (B) € A.

COZUM 7: (a =) f fonksiyonu A o—cebirine gore olciilebilir olsun.

(ag, b) acik araliklar olmak tizere R nin herbir U agik alt kiimesi

U= U (a,by)
k=1

seklinde bir gosterime sahiptir. f fonksiyonu 6l¢iilebilir olmasindan

) = g ([’j (ak,bw)
7 ((ak, bi)
f_l ((—OO, bk) N (alﬂ +OO>)

(f7 ((=00,b1)) N f 7 ((ak, +00))) € A

[
TCsTCsICs

elde edilir.

(b=>c) F kapal ise F" agktir. Hipotezden f~!(F') € A olacaktir. A

o —cebir oldugundan

FUE A = [fF) €A
— {1} ea
— Y eA

gerceklenir.

(c=4d) F = {FCR: f'(F)e A} smfi c—cebirdir. f'(F) € A
oldugundan F' € F olup F' € F saglanir. Borel cebiri acik kiimelerin en kiigiik

6



o—cebiri oldugundan B (R) C F olmalidir. O halde keyfi B C R Borel kiimesi

icin B € F gergeklenir. Hipotezden ise f~!(B) € A elde edilir.

(d = a) VB C R Borel kiimesi i¢in f~! (B) € A olsun. B = (o, 00) alalm.

Bu durumda yukaridaki ifadeden
f7(a,0)) ={z€A: f(z)>a}eA
olacaktir. O halde f fonksiyonu 6lciilebilirdir.

SORU 8: (X, A) olgiilebilir uzay, f : X — R fonksiyonu A 6lgiilebilir ve

g : R — R siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda
gof : X — R
fonksiyonu A 6lgiilebilirdir. Gosteriniz.
COZUM 8: Vo € Ricin {z € X: (gof)(z) > a} € A oldugunu goster-
meliyiz.
{reX: (gof) (@) >a} = (gof) " ((a,00))
= (f7og™") (@, 0)

olarak yazlabilir. ¢ fonksiyonu siirekli oldugundan ¢=' ((@, o)) kiimesi R nin

agik alt kiimesidir. f o6lgiilebilir fonksiyon oldugundan Soru 7 nin (b) sikkindan

F7 g7 (0, 00))) € A
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olmalidir. Bu ise gof fonksiyonunun A ¢lgiilebilir oldugunu gosterir.

SORU 9: (X, A, p) 6lgii uzay: tam olsun. f : X — R olgiilebilir fonksiyon ve

hemen hemen heryerde (h.h.h.) f = g ise g : X — R fonksiyonu da &l¢iilebilirdir.
COZUM 9: Va e Ricin {z € X : g¢(x) > a} € A oldugunu gostermeliyiz.
X1 ={zeX: f(z)=yg(x)}
Xo o ={zeX: f(z)#g(x)}

olmak iizere X = X; U Xy dir. Bu durumda hipotez yardimiyla p(X3) = 0

gerceklenir.

{freX: gle)>al={reXi: f(@)=g)>ajf{zeXy: [f(z)#g(z)>a}
(1)
olarak yazilabilir. X; € A oldugu aciktir. f fonksiyonu olgiilebilir oldugundan
{reXi: fl@)=g(@)>a}eA (2)
dir. Diger taraftan {z € Xo: f(x) #g(x) >a} C Xy, Xo € A ve u(Xs) =
0 oldugundan {z € X5: f(z) # g(z) > a} kiimesi p—bos kiimedir. (X, A, u)

olcii uzay1 tam oldugundan

{reXy: fx)#g(x)>a}eA (3)
gergeklenir. (2) ve (3) ifadeleri (1) ifadesinde dikkate almirsa g fonksiyonunun

olciilebilir olmasi elde edilir.



SORU 10: "Gériinti kiimesi sonlu elemanly olan fonksiyona basit fonksiyon
denir.” (X, A) olciilebilir uzay, ¢ : X — R basit fonksiyon ve ¢ (X) = {a1, ..., a,}

olsun.

7 fonksiyonu olgiilebilir <= k = 1,....picin {zr € X : ¢ (z) =ar} € A”
onermesi dogrudur. Gosteriniz.
COZUM 10: (=) ¢ fonksiyonu dlciilebilir olsun. Bu durumda Va € R icin
{reX: px)>ale A
ve
{reX: p)<a}led
saglanir. Bu ifadeler asagida dikkate alinirsa
{reX: p@)=art={reX: pl)<quytn{reX: px)>aqlecA
elde edilir.

(«<—=)k=1,..,pigin{r € X: ¢(r)=ar} € Aolsun.

a<aise {zeX: p(r)>a}= XeA

g <a<a {reX: p)>a}l= X\{reX: p)=a}ecAd

a<a<az {reX: p)>al= X\{reX: p)=a}u{reX:

¢ (r) = as})



saglanir. Islemlere bu sekilde devam edilirse ¢ fonksiyonunun olciilebilir olmasi

elde edilir.

SORU 11: Asagidaki esitliklerin dogru oldugunu goésteriniz.

(@) Xanp = Xa-Xp

(b) Xaup = X4+ XB — Xanp

(¢) xar=1—xa

COZUM 11: (a) z € ANBisex € Avex € Bolup xanp = 1, x4 = 1,
Xp = 1 olup esitlik saglanir.

r¢ ANBisex ¢ Aveya x ¢ B dir. O halde ii¢ durum soz konusudur:

r¢ANzeEB = x,=0, xg=1vexun5=0
t€ANTEB = x,=1, xg=0ve x4n5=0
r¢ANzx¢B = x,=0, xg=0ve x4n5=0

olup istenilen esitlik elde edilir.

(b) x € AUB ise x € A veya x € B dir. Dolayisiyla ii¢ durum s6z konusudur:

t€AN2EB = xa=1 xp=0, xanp =0 ve xqup =1

t¢ANzEB = x4=0 xp=1 xanp=0vexyp=1

re€ANzEB = xa=1, xg=1 xXung=1Vve xuug =1
incelemeleri dikkate alimirsa (b) sikkindaki esitlik saglanir.
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r ¢ AUBise v ¢ Avex ¢ B dir. Bu durumda da (b) sikkindaki egitlik

gerceklenir.

(c)zeAisex ¢ Alolup xy =1vex =0dir.x ¢ Aisex € A" olup x4, =0

ve X 4« = 1 bulunur. Dolayisiyla (c) sikkindaki istenilen egitlik gergeklenir.
SORU 12: Asagidaki kiimeler Borel 6l¢iilebilir midir?
(@) {reR: e >1}
(b) {z€R: zsgnz =3}

COZUM 12: Hatirlatacak olursak: "(X, A) dlciilebilir uzay, A € A olsun. f
ile g, A iizerinde tamimh 6l¢iilebilir fonksiyon ise bu durumda
{red: fz)<g@)}
{red: f(z)<g(@)}

{red: f(r)=g()}

kiimeleri olciilebilirdir."

(a) f(z) =, g(x) = e fonksiyonlan siirekli oldugundan Borel olgiilebilir

fonksiyonlardir. O halde yukarida verilen hatirlatmadan
x
{:EER: e$2§}€B(R)

elde edilir.
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(b) {zeR: azsgnz =32} = {zeR:

verilen kiime Borel 6l¢iilebilirdir.
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