4 CAUCHY TUREV FORMULU

Teorem4.1. (Cauchy Tiirev Formiilii)
C pozitif yonde yonlendirilmig basit kapali bir gevre zy, C icinde bir nokta
olmak iizere eger f fonksiyonu C ¢evresi iginde ve iizerinde analitik ise bu du-

rumda _
[ =

— 20

saglanir. Burada n > 0 tamsayidir.

Sonugl. Cauchy tiirev formiilii gosteriyor ki, bir D bolgesinde analitik
olan bir fonksiyon bu bélgede her mertebeden tiirevlere sahiptir ve tiirevler de
analitiktirler.

Sonug2. f(z2) = u(z,y) + tw(x,y) fonksiyonu D bolgesinde analitik ise
bu durumda her z = (z,y) € D noktasi i¢gin u ve v bilegen fonksiyonlar: her
mertebeden kismi tiirevlere sahiptir ve bu kismi tiirevler D bolgesinde stireklidir.

Teorem4.2. (Morera Teoremi)

Eger f fonksiyonu bir D bolgesinde siirekli ve D de bulunan herbir basit

kapali C' gevresi i¢in / f(z)dz = 0 ise bu durumda f fonksiyonu D bélgesinde
c

analitiktir.
Sorul. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

sin z
a. 5 dz
z

|z|=1
L
b. / %dz
z—2i
|z—2i|=1 ( )
Cozilim.
D . sin z )
a. |z| = 1 gemberi basit kapali bir gevre olup g(z) = —5~ fonksiyonu z =0
z
noktasinda analitik degildir. z = 0 noktasi |z| = 1 ¢emberinin i¢indedir ve

singiilerlik mertebesi birden biiyiiktiir. Ayrica f(z) = sin z fonksiyonu |z| = 1
gemberinin i¢inde ve {izerinde analitiktir. Cauchy tiirev formiilii kullanilirsa

. ori
/Slz%dzzli!z (0) = 2ri cos 0 = 2ri

|z|=1
bulunur.
b. |z —2i| = 1 ¢emberi basit kapali bir ¢evre olup z = 2i singiiler noktasi
bu gemberin igindedir. Ayrica f(z) = Logz fonksiyonu bu gemberin iginde ve
iizerinde analitik oldugundan Cauchy tiirev formiiliinden

L 1
/ izzdz =2mi— =
(z — 20) 2
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yazilir.

Soru2. / e 2 — 5 dz integralini hesaplayimz.

(;Jozum C |z — 1] = 2 gevresi basit kapali pozitif yonde yonlendirilmis
gevre olup f(z) = ?’Zi fonksiyonu z = 0 ve z = —2 noktalarinda analitik
23 + 222

degildir. Ancak bu noktalardan z = —2 ¢evrenin digindadir. f(z) = @

olmak iizere g fonksiyonu C ¢evresinin iginde ve iizerinde analitiktir. z = 0
singiilerliginin mertebesi 2 > 1 oldugundan Cauchy tiirev formiilii kullanilir.

Buradan
z+1 g(z) o 2+
/ B2 dz = / — dz = 2mig (0) = 5
|z|=2 |z|=2
yazilir.
2
z 2
Soru3. / %dz integralini hesaplayiniz.
% (z—1)
z|=3
Cozilim. C |z| = 3 gevresi basit kapali pozitif yonde yonlendirilmig ¢evre
742z
olup f(z) = % fonksiyonu z = 1 noktasinda analitik degildir ve bu nokta

C gevresi igindedir. 2Mertebesi 4 > 1 oldugundan Cauchy tiirev formiilii kul-
lanilabilir. g(z) = e + 2z fonksiyonu C ¢evresi i¢inde ve gzerinde analitiktir.
Cauchy tiirev formiilii geregince

/ ¢ +2, _ 2mi "1y = T _ 2em
eyt asny 373

eldeedilir.
Aligtirmalar
1. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

3z h
/ e’ + 3 cos Zdz

17 4
- (== %)
z+ 5
b. —_—
/ 23+ 222 dz
|z—1|=2

2. C egrisi x = £2 ve y = £2 dogrularinin olugturdugu karenin sinir1 olmak
iizere agsagidaki integralleri hesaplayiniz.

a. / COS? Zdz
z

c

tan( )
b. 7dz 20 2
C/< gl <

zZ— 20
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az® — by? +icxy
(z—2)°

3. z = x + iy olmak iizere dz integralinin hesabi i¢in
|z—1|=2

Cauchy tiirev formiiliiniin kullanildig: biliniyor. Integralin degerini hesaplayiniz.

Burada a, b, ¢ birer reel sayidir.

5. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a. /7T (SQZIEZ;)BCZZ

IZIZZ
b. / Mdz
‘n (2z — 1)
\Z|—4

1
6. |z| = 1 ¢emberinin iizerinde f(z) = — geklinde taniml, ¢emberin igerisinde

ve tizerinde analitik olacak gekilde bir f fonksiyonunun mevcut olmadigimi gos-
teriniz.
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