
4 CAUCHY TÜREV FORMÜLÜ

Teorem4:1: (Cauchy Türev Formülü)
C pozitif yönde yönlendirilmi̧s basit kapal¬bir çevre z0; C içinde bir nokta

olmak üzere e¼ger f fonksiyonu C çevresi içinde ve üzerinde analitik ise bu du-
rumda Z

C

f (z)

(z � z0)n+1
dz =

2�i

n!
f (n)(z0)

sa¼glan¬r. Burada n � 0 tamsay¬d¬r.
Sonuç1. Cauchy türev formülü gösteriyor ki, bir D bölgesinde analitik

olan bir fonksiyon bu bölgede her mertebeden türevlere sahiptir ve türevler de
analitiktirler.
Sonuç2. f(z) = u(x; y) + iv(x; y) fonksiyonu D bölgesinde analitik ise

bu durumda her z = (x; y) 2 D noktas¬ için u ve v bileşen fonksiyonlar¬her
mertebeden k¬smi türevlere sahiptir ve bu k¬smi türevlerD bölgesinde süreklidir.
Teorem4:2: (Morera Teoremi)
E¼ger f fonksiyonu bir D bölgesinde sürekli ve D de bulunan herbir basit

kapal¬C çevresi için
Z
C

f(z)dz = 0 ise bu durumda f fonksiyonu D bölgesinde

analitiktir.
Soru1. Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z

jzj=1

sin z

z2
dz

b.
Z

jz�2ij=1

Logz

(z � 2i)2
dz

Çözüm.

a. jzj = 1 çemberi basit kapal¬bir çevre olup g(z) = sin z

z2
fonksiyonu z = 0

noktas¬nda analitik de¼gildir. z = 0 noktas¬ jzj = 1 çemberinin içindedir ve
singülerlik mertebesi birden büyüktür. Ayr¬ca f(z) = sin z fonksiyonu jzj = 1
çemberinin içinde ve üzerinde analitiktir. Cauchy türev formülü kullan¬l¬rsaZ

jzj=1

sin z

z2
dz =

2�i

1!
f
0
(0) = 2�i cos 0 = 2�i

bulunur.
b. jz � 2ij = 1 çemberi basit kapal¬bir çevre olup z = 2i singüler noktas¬

bu çemberin içindedir. Ayr¬ca f(z) = Logz fonksiyonu bu çemberin içinde ve
üzerinde analitik oldu¼gundan Cauchy türev formülündenZ

jz�2ij=1

Logz

(z � 2i)2
dz = 2�i

1

2i
= �
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yaz¬l¬r.

Soru2.
Z

jzj=2

z + i

z3 + 2z2
dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. C : jz � 1j = 2 çevresi basit kapal¬pozitif yönde yönlendirilmi̧s

çevre olup f(z) =
z + i

z3 + 2z2
fonksiyonu z = 0 ve z = �2 noktalar¬nda analitik

de¼gildir. Ancak bu noktalardan z = �2 çevrenin d¬̧s¬ndad¬r. f(z) =
g(z)

z2
olmak üzere g fonksiyonu C çevresinin içinde ve üzerinde analitiktir. z = 0
singülerli¼ginin mertebesi 2 > 1 oldu¼gundan Cauchy türev formülü kullan¬l¬r.
Buradan Z

jzj=2

z + i

z3 + 2z2
dz =

Z
jzj=2

g(z)

z2
dz = 2�ig

0
(0) =

2�i+ �

2

yaz¬l¬r.

Soru3.
Z

jzj=3

ez
2

+ 2z

(z � 1)4
dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. C : jzj = 3 çevresi basit kapal¬pozitif yönde yönlendirilmi̧s çevre

olup f(z) =
ez

2

+ 2z

(z � 1)4
fonksiyonu z = 1 noktas¬nda analitik de¼gildir ve bu nokta

C çevresi içindedir. Mertebesi 4 > 1 oldu¼gundan Cauchy türev formülü kul-
lan¬labilir. g(z) = ez

2

+ 2z fonksiyonu C çevresi içinde ve ¼gzerinde analitiktir.
Cauchy türev formülü gere¼ginceZ

jzj=3

ez
2

+ 2z

(z � 1)4
dz =

2�i

(4� 1)!g
000
(1) =

�i

3
=
20e�

3

eldeedilir.
Al¬̧st¬rmalar
1. Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z

jzj=�

e3z + 3 cosh z�
z � i�

2

�4 dz

b.
Z

jz�1j=2

z + 5i

z3 + 2z2
dz

2. C e¼grisi x = �2 ve y = �2 do¼grular¬n¬n oluşturdu¼gu karenin s¬n¬r¬olmak
üzere aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z
C

cosh z

z4
dz

b.
Z
C

tan
�
z
2

�
(z � z0)2

dz; jz0j < 2
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3. z = x+ iy olmak üzere
Z

jz�1j=2

ax2 � by2 + icxy
(z � 2)2

dz integralinin hesab¬için

Cauchy türev formülünün kullan¬ld¬¼g¬biliniyor. ·Integralin de¼gerini hesaplay¬n¬z.
Burada a; b; c birer reel say¬d¬r.
5. Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z

jzj=
�

4

sin
�
z2
�

(2z � i)3
dz

b.
Z

jzj=
�

4

sin
�
z2
�

(2z � i)3
dz

6. jzj = 1 çemberinin üzerinde f(z) = 1

z
şeklinde tan¬ml¬, çemberin içerisinde

ve üzerinde analitik olacak şekilde bir f fonksiyonunun mevcut olmad¬¼g¬n¬gös-
teriniz.

15


