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1.3. Kompleks Diizlemin Topolojisi

Tanim 1. D.(z) = {z € C: |z—2| < e} kiimesine z; 1 bir ¢ komgulugu
denir.

Tanim 2. Bir A C C kiimesi verilsin. z; in sadece A nmin elemanlarindan
olusan bir komsgulugu bulunabiliyorsa zg a A nin bir i¢ noktasidir denir. Eger
zo 1n en az bir komgulugu A nin hicbir noktasini igcermiyorsa zy a A nin dig
noktasidir denir.

Eger zo m her komsulugu hem A ya ait olan hem de A ya ait olmayan
noktalar iceriyorsa zy a A min bir sinir noktasidir denir. A nin tiim simir
noktalarimin ctimlesine A nin sinir1 denir ve 9A veya A° ile gosterilir.

Tanim 3. Eger bir A kiimesinin her bir noktasi bir i¢ nokta ise A ya acik
kiime adi verilir. Eger A kiimesi tiim sinir noktalarini iceriyorsa A ya kapal
kiime denir ve A ile gosterilir.

Tanim 4. Bir A kiimesinin herhangi iki noktasi tamamen A da bulunan
bir egri ile birlegtirilebiliyorsa A ya baglantili (irtibatli) kiime denir.

Tanim 5. Agk ve baglantili olan bir A kiimesine bolge denir.

Tanim 6. Eger baglantili bir A kiimesi sinir noktalarindan bazilarii ve
ya tamamini iceriyorsa A ya yore adi verilir.

1.4. Genisgletilmis Kompleks Diizlem ve Kiiresel Gosterimi

Kompleks analizde zaman zaman bagimsiz degiskenin verilmis bir noktaya
yaklagmasi durumunda sonsuz degerini alan fonksiyonlarla karsilasiir. Bu
durumda genigletilmis diizlem kavraminin tanimlanmasi gerekir. Genigletilmig
diizlem C U {oo} = C, ile gosterilir. Ayrica sonsuz degerini alan fonksiy-
onlarin stireklilik ozelliklerini inceleyebilmek igin C,, tizerinde bir uzaklik
fonksiyonunun tanimina ihtiyag duyulur. Bunu basarabilmek ve C,, un so-
mut bir resmini verebilmek icin C,, UR? de

S = {(x1, 79, 73) € R® : 2% + 25 + 23 = 1}
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birim kiiresi olarak gosterilir.

Simdi bu gosterimi yakindan inceleyelim: Herhangi bir z = x + 1y nok-
tasma S iizerinde kargilik gelen nokta Z = (x1, x5, x3) olsun. Burada gerekli
iglemler yapilarak

z2+Z —i(z —2) |22 — 1
=15 o 2= gy 3=

2|2+ 1 |22+ 1 |z]2+ 1

bi¢iminde yazilir. Boylece kompleks diizlemde verilmig bir z noktasina, S
kiiresi tizerinde karsilik gelen Z noktasi bulunmug olur.

Kargit durum géz 6niine alindiginda, yani Z noktasi verildiginde (Z # N),
z noktasi

A

1 + 122
1-1‘3

seklinde bulunur.

Herhangi z, 2z’ € C, igin z ile 2’ arasindaki uzakhk d(z,2’) ile gosterilir
ve bu noktalara R? de karsilik gelen Z, Z’ noktalar arasindaki uzaklik olarak
tamimlanir. Eger Z = (21, 20, 23), Z' = (2], x4, x%) ise, bu durumda
2|z — 2|

VI[P + [P

oldugu gortliir. Benzer bigimde z € C i¢in

d(z,2') =

2

W)= v

bulunur. S nin noktalar: ile C,, un noktalar1 arasindaki bu tekabiile stere-
ografik izdigiim adi verilir.
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Soru 1. Asagidaki kiimelerin resmini ¢izerek bolge olup olmadiklarini
arastiriniz.

1)|Rez| < ||

2)|z — 1| < 2|z —2|

3) Re(2%) >0

4) |z -1 <1

5) 5 <Rez<m

6) 7 < Argz <3

Coziim. 1) z = x + iy olmak iizere

|Rez| < |z = |z]* < |z + iy
=2 < 2?4+
=2 >0
=yl >0

bulunur.

1\

////////

iz
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Elde edilen kiime aciktir ancak x ekseni ile kesilmig oldugundan baglantili
degildir, dolayisiyla bolge belirtmez .

2) z = = + iy olmak tizere

|z =1 <2z =2| = |z — 1+ dy| < 2|z — 2+ dy|
= V(@ -1+ <2V/(x -2+
=2 =20+ 9y° +1 <4z +y° —4dx +4)
=22 -2+ y? + 1 < 42? +4y* — 162 + 16
= 322 + 3y — 142+ 15> 0

14
:>x2+y2—§:c+520

T, o4
= — =)+ >

olup bu esitsizlik merkezi (%, 0) yaricapi % olan cember ve digini belirtir.

2
M

s A ////
///////

Bu kiime kapalidir, bolge belirtmez.
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3)

Re(2*) > 0 = Re(z? — y* + 2izy) > 0
=22 —y? >0
= 9% < 2?
= [yl < [z]

verilen kiime aciktir ancak baglantili olmadigindan bolge degildir.
4)

z—1l<l=|lz—-1+iy| <1
=V -12+y2<1
= (r-1)2+y <1

esitsizligi merkezi (1,0), yaricapr 1 olan ¢emberin igini belirtir.
Agik ve baglantili oldugundan bolge belirtir.

Ankara Universitesi Acik Ders Malzemeleri Sayfa 5



MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 3

3
A

-~
h/’/l/ /\.q‘ > X
o177

5) 5 < Rez =2 < molup

' ::Z
Y

elde edilen kiime siirlarin bir kismini igerdiginden ne agik ne kapalidir,
dolayisiyla bolge belirtmez.

6) 7 < Argz =0 < % olup

Ankara Universitesi Acik Ders Malzemeleri Sayfa 6



MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 3

benzer gekilde elde edilen bu kiime smirlarin bir kismini igerdiginden ne
acik ne kapalidir ve bolge belirtmez.

Soru 2. |;—r§‘ < 2 egitsizliginin gosterdigi noktalar kiimesini bulunuz.

Coziim. 23| <2 = [z —3| < 2[z + 3|

= |z 4+ iy — 3| < 2|z + iy + 3|

T <2 T
=224+ y*4+102+9>0

= (z+5)*+y* > 16

= |z4+5/>4

esitsizligi (—5,0) merkezli 4 br. yarigaplh gemberin digini belirtir.

Soru 3. Re (%) > % kiimesinin bolge olup olmadigini arastiriniz.

I B . ) L e ‘ '
Cozim. z = z + iy olmak tlzere © = T = seklindedir.
Buradan

1y — Ty |\ _ _ =z
Re (z) = Re <x2+y2> = 2212 bulunur.

O halde,
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T 1
mzié%z:fﬂf

=22 4+9y* -2 <0
= (r—1)+y*<1

olur ve buradan merkezi (1, 0), yarigap: 1 olan daire bulunur. Bu kiime kapali
ve baglantili oldugundan yoredir.

Soru 4. 2 < |z — 7| < 3 kiimesinin bolge olup olmadigini arastirimiz.
Coziim. Verilen kiime merkezi (0, 1), yarigap: 2 ve merkezi (0, 1), yarigap:

3 olan gemberler ve ¢emberler arasinda kalan halkadir. Sinir noktalarini
icerdiginden kapalidir, ayrica baglantilidir, dolayisiyla yore belirtir.

Soru 5. C,, da z =1+ 2i ve 2’ = 3 — 4¢ noktalar1 veriliyor.
a) S de bunlara karsilik gelen Z ve Z’' noktalarinin koordinatlarimi,
b) d(z, 2") uzakhgmu,

c) d(1+ 2i,00), d(3 — 4i, 00) uzakliklarini bulunuz.
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Coziim. a) 2 =1+2iiginz=1—2ive |2]* =22 = (1 + 2i)(1 — 2i) =
1+ 4 =5 bulunur.
Bulunan degerler

24z —i(z — %) |2]> =1
= — 0 = = PTa =
22+ 1 22+1 7 7 z2+1

X1 Lo =

formiiliinde yerlerine yazilarak

elde edilir.

Benzer sekilde 2’ = 3—4i igin z = 3+ 4i ve |2]? = 22 = (3 —4i)(3+4i) =
9 + 16 = 25 bulunur. Bulunan degerler

2+7Z —i(z —2) |22 — 1
= —00, =, g —

22 + 1 2+1 7 7 241

X To =

formiiliinde yerlerine yazilarak

3 4 12

7 = (=, —, =
SERFMTL

elde edilir.

b)
d(z,2') = 2z — 7| 21142 —-3+4i]  2V10
’ VA+EP)A+ZPE) VO +5)(1+25) V26
bulunur.

c)

2 V6
d(1 + 2, 00) = -V
(142i,00) = Z== =
ve
9 V26
d(3 —4i,00) = =
VIt Vi3
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bulunur.

Soru 6. S iizerindeki (2, 2, %) noktasma stereografik izdiigiimle Cy, da

karsilik gelen noktayi bulunuz.

Cozim.

elde edilir.
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Aligtirmalar

1) Asagidaki kiimelerin kapaniglarini ¢iziniz.

a)|Re(2)| <|z| b)—m<argz<m (2z#0) c)Re(l/z) <

N | —

2) Asagidaki bagintilarin herbirinin belirttigi kiimeyi kompleks diizlemde
gosteriniz.

a)|Re(z)| <2 b)lz—4|>3 ¢)|]z—1+3i| <1

d)[Im(z)] > 1 e)|Re(z)] >0 f)Im(z*) >0
3) 0 ve C nin hem agk hem kapali oldugunu gosteriniz.

4) Sonlu tane kapali kiimenin birlegimi ve herhangi sayida kapali kiimenin
arakesitinin de kapali kiimeler oldugunu gosteriniz.

5) 'S kapal kiime < S tiim yigilma noktalarinmi bulundurur’ 6nermesini
ispatlayiniz.

6) z ve Z/ noktalarmin S {izerindeki kargiliklari, sirasi ile, Z ve Z' ol-
sun. Ayrica z + 2’ noktasinin S iizerindeki kargihgr da W olsun. W nin
koordinatlarim Z ve Z’ niin koordinatlari cinsinden yaziniz.
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