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2.6. Cauchy- Riemann Denklemleri

f(z) = u(z,y) + iv(x,y) fonksiyonunun bir zy = x¢ + iyy noktasinda
f'(z0) tlurevi mevcut olsun. Bu durumda w ile v nin x ve y ye gore birinci
mertebeden kismi tiirevleri (xg, y9) da vardir ve bu kismi tiirevler (z¢,yo) da

Uz (0, Yo) = Uy(l"o,yo)

Uy (0, Yo) = —vz(Z0, Yo)
Cauchy-Riemann denklemlerini saglarlar.
Kargit olarak, f(z) fonksiyonu zy = (0, yo) noktasmin bir komgulugunda
taniml siirekli bir fonksiyon olmak ftizere, eger (zo,yo) noktasinda tiim u,,

Uy, Uy Ve vy kismi tiirevleri meveut ve stirekli ve Cauchy-Riemann denklemleri
saglaniyorsa, bu durumda f, zg da diferensiyellenebilirdir ve f’(zg) tiirevi

I'(20) = uz (o, yo) + tvz(xo, Yo)
yada

f/(Zo) = Uy<I07 Yo) — Wy(xo; Yo)

ile hesaplanabilir.
Soru 1. Vz € C i¢in f(z) = 2% nin f(z) = 2z tiirevi vardir, gosteriniz.

Coziim. f(z) = 2? = 2% — y* + 2izy olmak iizere

u(z,y) =z* —y°

ve
v(z,y) =2y
icin u,(z,y) = vy(z,y) ve uy(x,y) = —v,(z,y) Cauchy-Riemann denklemleri
saglanmalidir.
Uy = 2%, uy, = —2y, v, = 2y, v, = 2z olup V(z,y) i¢in Cauchy-Riemann

denklemleri saglanir. Kismi tiirevler siireklidir, o halde f’(z) vardir.
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f’(,z) = U, + v, = 2z + 2iy = 2(x + 1y) = 2z

olarak elde edilir.
Soru 2. f(z) = % fonksiyonu higbir yerde tiirevlenemez, gosteriniz.
Cozim.f(z) = Z = x — iy olup buradan

u(z,y) ==

ve

U(.%’, y) =Y

icin Cauchy-Riemann denklemleri saglanmalidir.

uy =1, u, =0, v, =0, v, = —1 olup u, # v, oldugundan hicbir yerde
Cauchy-Riemann denklemleri saglanmaz. O halde f'(z) mevcut degildir.

Soru 3.
@ z#0
ro-{ 5.7,

fonksiyonu i¢in z = 0 da Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasina
ragmen f'(0) tiirevinin bulunmadigim gosteriniz.

Cozum.

o xi;?ﬂ;gz’ (z,5) # (0,0)
- { 0! (z,9) = (0,0)

_ ) EER (ey) #(0,0)
W’y)_{ 0. (z.y) = (0.0)

u;(0,0) = v,(0,0) ve u,(0,0) = —v,(0,0) Cauchy-Riemann denklem-
lerinin saglandig1 gosterilmelidir.
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u(wo + h, yo) — u(xo, Yo)
Uz(ffthyo) - hn%) h
olur ve
. u(h,0) —u(0,0)
h3
= —0
i B2
=t =
bulunur. Benzer sekilde
. u(wo, Yo + k) — u(xo, yo)
u, (o, Yo) = llglf(lj
oldugundan
_ U(O, k) _ U(O, 0)
(0, 0) = Jimy 2
0
5 —0
1 k2
= =0
v (O 0) — hm /U<m70) B ’U(0,0)
A m—0 m
9 -0
= lim ™ —— =0
m—0 m
.. v(0,1) —v(0,0)
vy(0,0) = |im l
l3
Cim 2
=0
elde edilir.
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u(0,0) = v,(0,0) ve u,(0,0) = —v,(0, 0) saglandigindan Cauchy-Riemann
denklemleri gerceklenir.

Diger taraftan

f(z) = £(0) & —o

/ _ . o .
==~
N\ 2
= lim (f)
z—0 \ 2
N
. x—1y
= lim g
(z,y)—(0,0) (3: -+ zy)
bulunur.

1) Reel eksen boyunca orijine yaklagilirsa (y = 0 olur.)

£(0) = lim <§>2 —1

z—0 \

2) y = x boyunca orijine yaklagilirsa

bulunur. Limitler farkli oldugundan f’(0) yoktur.

Soru 4. f(z) = (cost —isinf), (r > 0,—7 < 6 < 7) nin tiirevini
hesaplayiniz.

Coziim.

u(r,0) = 1cos@
r

v(r,0) = —lsinH
r
olup buradan
Uy = —%20059, v = T%sin@, Uy = —%smé’ Ve vg = —%0089 bulunur.
Kutupsal formda Cauchy-Riemann denklemleri
1

Uyr = —Vg
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ve

1
Uy = ——Up
r
seklindedir ve u ve v fonksiyonlar: i¢in kutupsal formda Cauchy-Riemann

denklemleri saglanir. Kismi tiirevler siireklidir, o halde f’(z) vardir.

f'(2) = e (u, + iv,)

. 1 1
= (——20039 + i—2$in9)
r r

1 )
= —T—Ze_ze(cose —isinf)

1

= ——26

L i 1 1
2¢ :_(rei")2 =z 770

7i967i9

bulunur.
Alistirmalar

1) Asagidaki fonksiyonlarin hi¢bir noktada diferensiyellenemedigini gosteriniz.

a) f(z) =1
b)
a3y (y—iz)
_ ] e 2 # 0
- {
c) f(z) = 3ix
d) f(z) =ie¥

2) f(z) = (2% + 2y) + i(2® + y?) gseklinde tamimlansin. f nin tiirevinin
oldugu noktalar1 bulunuz.
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) e #0

fonksiyonu i¢in z = 0 da Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasina
ragmen f’(0) tiirevinin bulunmadigimi gosteriniz.
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