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2.7. Analitik ve Harmonik Fonksiyonlar

Tanim 1. f(z) nin zy da f'(29) tiirevi meveut ve zo m bir D.(zy) = {2 :
|z — 20| < e} komgulugundaki her noktada tiirevi varsa bu durumda f ye z
da analitiktir ( veya holomorfiktir) denir.

Tanim 2. Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan bir fonksiyona
tam fonksiyon denir.

Tanim 3. Eger f'(zp) mevcut degil fakat zy in komsgulugundaki en az bir
noktada f(z) analitik ise 2o a f nin singiiler (tekil) noktasidir denir.

Tamim 4. h : R? — R? fonksiyonu R? de bir bolgede siirekli ve h
mn birinci ve ikinci mertebeden tim kismi tiirevleri meveut ve siirekli olsun.
Eger verilen bolgede

hao(2,y) + hyy(z,y) =0

Laplace denklemi saglaniyorsa h fonksiyonuna bu bolgede harmoniktir denir.
Teorem 1. u(x,y) bir (xq, yo) noktasinin bir e- komgulugunda harmonik
olsun. Bu durumda f(z) = u(x,y) + iv(x,y) bu komsulukta analitik olacak
bi¢imde bir v(z,y) harmonik eglenik fonksiyonu vardir.
Soru 1. Asagidaki fonksiyonlarin higbir yerde analitik olmadigini gosteriniz.
a) f(z) = zy + iy
b) f(z) = e¥(cosx + isin)
Cozim. a) f(z) = xzy + iy fonksiyonu i¢in u(x,y) = zy ve v(z,y) =y

dir. Buradan u, =y, u, = x, v, = 0 ve v, = 1 bulunur. « ve v nin birinci
mertebeden biitiin kismi turevleri mevcut ve stireklidir.

ve
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Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanabilmesi i¢in y = 1 ve x = 0 ol-
malidir. Buradan f fonksiyonunun sadece zy = 0 4+ 1.4 = ¢ noktasinda
tiirevinin var oldugu goriliir. f nin 2y noktasi komsulugunda tiirevi mev-
cut olmadigindan f higbir yerde analitik degildir.

b) f(z) = e¥(cosx + isinz) fonksiyonu i¢in u(z,y) = e¥cosx ve v(z,y) =
e’sinx dir. Buradan u, = —e¥sinz, u, = e’cosx, v, = eYcosx ve v, = e¥sinx
bulunur.

Uy = Uy

denkleminin saglanabilmesi i¢in

—eYsine = eYsinx ve her y € R i¢in ¢ > 0 oldugundan sinz = 0
olmalidir. Buradan

x = km, k € 7Z bulunur.

Benzer sekilde
Uy = —Ug

denkleminin saglanabilmesi i¢in x = 7 + km, k € Z olmahdir, dolayisiyla
Cauchy-Riemann denklemleri saglanmadigindan f hicbir yerde analitik degildir.
Soru 2. Asagidaki fonksiyonlarin tam olduklarini gosteriniz.
a) f(z) =3x+y+i(3y — x)
b) f(z) = sinxcoshy + icoszsinhy
Cozim.

a) u(z,y) = 3x +y ve v(x,y) = 3y — x dir. Buradan,

Uy = 3, uy = 1, v, = —1, ve v, = 3 bulunur. w ve v nin birinci
mertebeden biitiin kismi tiirevleri mevcut, stirekli ve Cauchy-Riemann den-
klemlerini sagladigindan f fonksiyonu her (x, y) noktasinda tiirevlenebilirdir.
Dolayisiyla tamdair.

b) u(z,y) = sinxcoshy ve v(x,y) = cosxsinhy dir. Buradan,
uy = cosxcoshy, u, = sinxsinhy, v, = —sinxsinhy, ve v, = cosrcoshy
bulunur. (a) sikkindaki gibi f nin tam oldugu gériiliir.
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Soru 3. Asagidaki fonksiyonlarm R? de harmonik olduklarini gosterip
harmonik egleniklerini bulunuz.

a) u(x,y) = 2x — 2zy
b) u(z,y) = sinhxsiny

Coéziim. a) u(x,y) = 2z — 2zy olmak lizere u, = 2 — 2y, Uy, = 0,
Uy = —2x ve u,, = 0 olur ve buradan

Ugg + Uyy = 0

olup ikinci mertebeden tiirevler her yerde siireklidir, dolayisiyla u fonksiyonu
R? de harmoniktir.

u nun v harmonik eglenigi u, = v, ve u, = —v, Cauchy-Riemann den-
klemlerini saglar, buradan

v, =22y = v(r,y) =2y — > + ¢(z)

ve buradan

¢ (x) = v, = —u, =21 = p(z) =2° + ¢

(¢ sabit) bulunur, dolayisiyla v nun v harmonik eglenigi

v(x,y) =2y —y* + 2 +c

olarak elde edilir.

b) u(x,y) = sinhxsiny olmak iizere u, = coshxsiny, uy, = sinhxsiny,
u, = sinhxcosy ve uy, = —sinhxsiny olur ve buradan

Ugg + Uyy = 0

olup ikinci mertebeden tiirevler her yerde stireklidir, dolayisiyla u fonksiyonu
R? de harmoniktir.

u nun v harmonik eglenigi u, = v, ve u, = —v, Cauchy-Riemann den-
klemlerini saglar, buradan

v, = coshxsiny = v(z,y) = —coshxzcosy + ¢(x)
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ve buradan

vy = —u, = —sinhzcosy + ¢'(x) = —sinhxcosy
bulunur, dolaysiyla ¢'(x) = 0 = ¢(x) = ¢ (c sabit) olmalidir.
Buradan u nun v harmonik eslenigi
v(x,y) = —coshxcosy + ¢
olarak elde edilir.
Soru 4. u(z,y) = 2% — 3xy* + 32* — 3y*® + 3 fonksiyonundan yararla-

narak f(i) = 0 esitligini saglayan analitik bir f fonksiyonu bulunabilir mi,
arastiriniz.

Coziim. u, = 32*—3y*+6x ve u,, = 62+6 olur. Ayrica u, = —6zy—6y

ve Uy, = —6x — 6 dir.
O halde vy + uyy = 62 +6 — 62 — 6 = 0 olur ve boylece u harmonik-
tir. Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasi icin u, = v, ve u, = —v,

esitliklerinin saglanmasi gerekir. Buradan u, = v, = v, = 32* — 3y* 4 6x ve
v(z,y) = 32y — y* + 62y + ©(x) bulunur.

Benzer bigimde u, = —v, = —6xy—6y = —(6xy+6y+¢'(x)) = ¢'(z) =0
olup ¢(x) = ¢ (c sabit) bulunur. Buradan v(x,y) = 3z%y — y* + 6xy + ¢ elde
edilir.

Dolaysiyla f(i) = f(04+1i) = =3+ 3 +i(—1+¢) = 0 ise burada ¢ = 1
olmalidir.

Soru 5. u ve v fonksiyonlar1 bir D bolgesinde harmonik olsun. f = u+1iv
fonksiyonu D bolgesinde analitik midir? Arastirimiz.

Coziim. f =1+ iz olsun. Bu durumda u(x,y) = 1 ve v(x,y) = x olur.
Ugg +Uyy = 0 Ve Vg vy = 0 oldugundan u ve v fonksiyonlar: tiim kompleks
diizlemde harmoniktir. Fakat u, = 0, v, = 1 olup u, # —v, oldugundan f
fonksiyonu higbir yerde analitik degildir. Sonug olarak u ve v fonksiyonlarinin
harmonik olmasi f nin analitik olmasini gerektirmez.
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Soru 6. f, kompleks diizlemde analitik bir fonksiyon olsun.
0? 0? 9 9
(305 + 5 ) VP = 472)
oldugunu gosteriniz.

Coziim. [ = u + iv diyelim. |f|* = u® 4+ v? olur. Ayrica f analitik
oldugundan u, = v, ve u, = —v, Cauchy-Riemann denklemleri saglanir ve

u ve v harmonik olacagindan u,, + u,y, = 0, vz, + vy, = 0 esitlikleri
gerceklenir.

0* o s, [0* & 5 9
(8:1:2 - ayQ) Sl = (31‘2 3312) e
_ 82 2 2 62 2 2
_@(u + v )+a—y2(u + v?)

0 9]
=—(2 2 — (2 2
8:6( wig + 20v,) + ay( uy, + 20vy)

= 2u§ + 2uty, + 21)5 + 2vv,, + 2u§ + 2uny, + 21}; + 200y,
= 20u(Ugg + Uyy) + 20(Vgq + Vyy) + 202 + 2] + 202 + 20)
= 2u? + 202 + 202 + 22

= 4(u; + v;)

= 4f' (=)

elde edilir.

Soru 7. fi(z) ( k = 1,2,...,n) fonksiyonlar1 bir D bélgesinde analitik
olsun. Bu durumda

Fzy) =Y ()

fonksiyonunun D de harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir f;
fonksiyonunun D de sabit olmasidir, gosteriniz.
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Cozim. fr(z) ( k= 1,2,...,n) fonksiyonlar1 D bolgesinde analitik oldugundan

0? 0? - - 0? 0?
(@ + m) S IhEP =) (@ + ﬁ) | fi(2)?
Yy k=1 k=1 Yy

= Alfix)f
k=1

yazilabilir. Boylece k = 1,2, ...,n i¢in

AF =0 |fi(z)]" =0

 fi(2) =0
< fr sabit
bulunur.
Alistirmalar

1) Asagidaki fonksiyonlari harmonik olup olmadigini aragtirimz.

Aule) = e (57) Bl =20

2) f, A kiimesi iizerinde analitik olsun ve g fonksiyonu

g:A—C, g(z):m

olarak tanimlansin. ¢ fonksiyonunun ne zaman analitik olacagini aragtiriniz.

3) f(z) = * + azxy + by* fonksiyonunun sadece a = 2i, b = —1 degerleri
i¢in analitik oldugunu gosteriniz.
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