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6 Basit Sal¬n¬m

Nuri ÖZALP (Ankara Üniversitesi) 7�!MATEMAT·IKSEL MODELLEME 7�! Boyut Analizi 2 / 39



Birimler

Birimler

Bilim ve mühendislik ölçü üzerine kurulmuştur.

Ölçü say¬larla (matematik ile) ifade edilirler.

Ölçü birimleri ölçüm çeşidini karakterize eden ve ilişkili nicelikler için
karş¬laşt¬rma standard¬veren isimlendirmelerdir. "5 metre" bir
uzunlu¼ga karş¬l¬k gelir.

Ölçünün bir birim ad¬olmas¬temel zorunluluktur. "uzunlu¼gu 7 dir"
deyimi hiç bir anlam ifade etmez.

1791 y¬l¬nda Avrupada onluk sisteme göre standart getirilmeye
başlan¬ld¬ki bugün metrik sistem olarak bildi¼gimiz sistemi
oluşturmuştur. Ayn¬y¬llarda Amerika Birleşik Devletleri ise alternatif
bir sistem standart¬n¬kabul etmiştir.
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karş¬laşt¬rma standard¬veren isimlendirmelerdir. "5 metre" bir
uzunlu¼ga karş¬l¬k gelir.
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başlan¬ld¬ki bugün metrik sistem olarak bildi¼gimiz sistemi
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Birimler

Günümüzde, metrik sistem, SI (standart international) sisteminde 7 temel
birim vard¬r.
Uzunluk birimi (Metre-m): Iş¬¼g¬n, boşlukta saniyenin 1/299792458 inde
ald¬¼g¬yol,
Kütle birimi (Kilogram-kg): Sevr�de SI bürosunda bulunan bir
platinyum�iridyum silindir prtoptipinin kütlesi,
Zaman birimi (Saniye-s): Sezyum 133 atomunun 9192631770 kez
titreşmesi için geçen süre,
Elektrik ak¬m¬birimi (Amper-A): Bir vakum içinde birbirinden 1 metre
uzakl¬ktaki iki paralel (yeterince ince) iletkenin aralar¬nda 2� 10�7
newton/m kuvvet üreten (sabit) ak¬m,
Termodinamik s¬cakl¬k birimi (Kelvin-K): Suyun üçlü noktas¬n¬n
termodinamik s¬cakl¬¼g¬n¬n 1/273.16 s¬,
Madde birimi (Mol-mol): Bir sistemin, 0.012 kilogram karbon-12 deki
atom say¬s¬kadar girdi içeren madde miktar¬(madde tipi belirtilmelidir;
örne¼gin atom, molekül, iyon, elektron vs),
Parlakl¬k yo¼gunlu¼gu birimi (Kandela-cd): Verilen bir do¼grultuda belli
bir güç veren, belli bir frekanstaki ¬̧s¬k kayna¼g¬n¬n yo¼gunlu¼gu.
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Birimler

Di¼gerleri 7 temel birimden, � ve / veya �ziksel yasalar kullan¬larak elde
edilirler.(h¬z birimi= m/s veya Kuvvet birimi= kg � (m/sn2) gibi)
Bir �ziksel nicelik boyutlara sahiptir; dahas¬boyutlar¬ölçen temel birimler
de¼gişti¼ginde bile �ziksel yasalar de¼gişmez.

Örnek
Kuvvet = momentumun de¼gişim oran¬

Kuvvet = momentumun de¼gişim oran¬

F =
d
dt
(mv)

= m� v̇ = ma (kütle sabit ise)
= kütle � ivme

d¬r. Bu yasa( Newton�un II. yasas¬), hangi birim kullan¬l¬rsa kullan¬ls¬n,
de¼gişmezdir.
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Birimler

SI veya ABD birimlerini kullanan beş tane ölçü sistemi vard¬r.

(a) SGS (Santimetre-Gram-Saniye) Sistemi: Gram, bir birim
kütle ölçüsü= 1/1000 kg . � 4�C deki bir litre suyun kütlesi
Newton�un ikinci yasas¬na uygun olarak kuvvet birimi 1
din(dyne) = 1 cm/sn2 ivmeli 1 gram kütle birimlik kuvvet.
Yani,

F = ma
1 din = (1gr)� (1cm/sn2)

dir. Yerçekimi ivmesi 980.665 cm/sn2 oldu¼gundan, bu
durumda, 1 gram kütlenin a¼g¬rl¬¼g¬980.665 din olur.
·Iş birimi Erg (= kuvvet � yol = din-santimetre) dir.
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Birimler

(b) MKS (Metre-Kilogram-Saniye) Kütle Sistemi: Elektrik
mühendisli¼ginde kullan¬l¬r. 1 kilogram birim kütle olarak
kabul edilir.

Kuvvet birimi (1 Newton)= 1 m/sn2 ivmeli 1 kilogram
kütle birimlik kuvvetidir. Yani,

F = ma
1 Newton = (1kg)� (1m/sn2)

dir.

1 Newton = (1000gr)� (100cm/sn2) = 105din olur.
·Iş birimi Joule(= kuvvet � yol = Newton-metre) dir.
1 Joule = 105 din� 100 cm = 107 Erg .
Güç birimi W att(= birim zamanda yap¬lan iş= Joule/sn)
dir.
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Birimler

(c) MKS (Metre-Kilogram-Saniye) Kuvvet Sistemi: Avrupa
mühendislik sistemidir. Kilogram kütle birimi yerine kuvvet
birimidir.

1 kilogram kuvvet = yerçekimi ivmesi ( 9.80665 m/sn2)
alt¬nda 1 kg kütlenin a¼g¬rl¬¼g¬

1 kg -kuvvet = 980665 din

Newton yasas¬na göre, yer yüzünde

m = F/a
1 kütle = kg -sn2/m

= 9.80665 kg -kuvvet
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Birimler

(d) FPS ( Foot-Pound-Saniye) Kütle Sistemi: Kütle birimi
pound�dur. 1 Pound (lb) = 0.4536 kg (kütle) dir. Kuvvet
birimi Poundal 1 ft/sn2 ivmeli 1 pound kütlenin birim
kuvvetidir. Yani

F = ma
1 poundal = (1 lb)� (1 ft/sn2)

dir. Yerçekimi 32.174 ft/sn2 oldu¼gundan, 1 lb kütlenin
a¼g¬rl¬¼g¬32.174 poundal�d¬r.

(e) Amerikan Mühendislik Sistemi: Pound kütle birimi yerine
kuvvet birimidir. Yani 1 pound kuvvet, yerçekimi ivmesi (
32.174 ft/sn2) alt¬nda 1 lb kütlenin a¼g¬rl¬¼g¬olarak
tan¬mlan¬r. Böylece, bir pound, 0.4536 kg-kuvvet�e eşit olan
birim kuvvettir. Kütle birimi Slag ( 1 lb (kuvvet)-sn2/ft )
olup, yerde, 1 slag = 32.174 lb a¼g¬rl¬¼g¬ndad¬r. Ayr¬ca, 1
Newton yaklaş¬k olarak 0.225 lb.dir.

Nuri ÖZALP (Ankara Üniversitesi) 7�!MATEMAT·IKSEL MODELLEME 7�! Boyut Analizi 9 / 39



Boyut Analizi

Boyut Analizi

TANIM (Boyut analizi)

Kesin de¼gişkenleri ile birlikte boyutsal do¼grulu¼gu olan bir denklemle
tan¬mlanan bir olay¬n bir parças¬ndan bilgi ç¬karma yöntemi

Analiz sonucu, de¼gişkenler azalt¬larak, bir k¬smi çözüm elde edilebilir.
Deneyciler için önemli bir araçt¬r. Bilimsel nedenleme birçok nicelik
kavram¬n¬temel al¬r. Örne¼gin, kuvvet, kütle, uzunluk, zaman, ivme, h¬z,
s¬cakl¬k, özgül ¬s¬, elektrik yükü. Bu girdilerin her birine bir ölçü birimi
karş¬l¬k gelmelidir. Kütle, zaman, uzunluk, s¬cakl¬k, elektrik ak¬m¬, madde
miktar¬, parlakl¬k yo¼gunlu¼gu verileri bir anlamda birbirinden ba¼g¬ms¬z olup;

(i) ölçü birimleri uluslararas¬ standartlarla belirlenmiştir ve

(ii) bunlar¬n özel birimleri di¼ger verilerin birimlerini de belirler.
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Boyut Analizi

Bununla birlikte yukar¬daki veriler için hiç bir şey temel de¼gildir. Bunlar¬n
seçimlerinde bir çok olas¬l¬k vard¬r. Kütle birimi yerine s¬k s¬k kuvvet
birimi tan¬mlan¬r ve kütle birimi Newton yasas¬ndan belirlenerek, ölçü
sistemi kuvvet sistemi olarak tan¬mlan¬r.

"Yedi tane ba¼g¬ms¬z niceli¼gin olmas¬"

demek bile, niceliklerin ölçülüş şeklinde isteksel tan¬mlanmas¬n¬n
sonucudur. Örne¼gin, gazlar¬n kinetik teorisi;

"durgun bir gaz¬n s¬cakl¬¼g¬, gaz¬n tek bir molekülünün kinetik
enerjisinin ortalamas¬na orant¬l¬d¬r"

der. E¼ger, bir durgun gaz¬n s¬cakl¬¼g¬gaz¬n tek bir molekülünün kinetik
enerjisi ortalamas¬na eşit olarak tan¬mlansayd¬, bu durumda s¬cakl¬k birimi
aç¬kça kütle, uzunluk ve zaman birimleriyle tan¬mlanabilirdi.
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Boyut Analizi

Niceliklerin boyutlar¬tan¬mlar¬ndan veya �ziksel yasalardan ç¬kar¬l¬r.

Örnek

H¬z = zamana göre uzakl¬k(yol) de¼gişimi olup, boyutu:

[L]
[T ]

=

�
L
T

�
=
�
LT�1

�
olur. Benzer şekilde ivmenin boyutu:

�
LT�2

�
dir. Kütle sisteminde;

kuvvet boyutu ( momentum de¼gişimi):

[M ]
�
LT�1

�
[T ]

=
�
MLT�2

�
dir. Kuvvet sisteminde; kütle boyutu:

[F ]
[LT�2]

=
�
FL�1T 2

�
dir.

R
y(x)dx integralinin boyutu [ydx ] dir.
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Boyut Analizi

TANIM
Sadece belli bir birim için geçerli olan katsay¬lar içeren bir formüle empirik
formül denir.

O halde, bir empirik formülde ölçü birimleri de¼giştirilirken dikkatli olmak
gerekir.

Örnek
Bir beton boru içinde akan bir s¬v¬n¬n duvarlara yapt¬¼g¬ortalama bask¬τ
(lb/ft2), Amerikan mühendislik sisteminde

τ = 0.0021ρv2R�1/3

empirik formülü ile veriliyor. Burada ρ (slag/ft3) s¬v¬n¬n kütle yo¼gunlu¼gu, v
(ft/sn) s¬v¬n¬n ortalama h¬z¬ve R (ft) de dik kesit alan¬n¬n ¬slak çevreye
(hidrolik yar¬çapa) oran¬d¬r. Bu formülü τ (kg/m2), ρ (kg-sn2/m4), v
(m/sn) ve R (m) olmak üzere MKS kuvvet sistemine çeviriniz.
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Boyut Analizi

Çözüm Formül τ = 0.0021ρv2R�1/3 =)

[τ] = [K ] [ρ]
�
v2
� h
R�1/3

i
formundad¬r. Kuvvet sisteminde

FL�2 = [K ]
�
FT 2L�4

� �
L2T�2

� h
L�1/3

i
= [K ]

h
FL�7/3

i
olup, böylece [K ] =

�
L1/3� elde edilir. Di¼ger yandan 1 ft = 0.3048 m

oldu¼gundan

K = 0.0021
h
ft1/3

i
= 0.0021

h
0.30481/3m1/3

i
= 0.00141

h
m1/3

i
olur. Böylece MKS kuvvet sisteminde τ = 0.00141ρv2R�1/3 bulunur.
Dikkat edilirse, kuvvet sistemi yerine e¼ger kütle sistemini baz alsayd¬k bu
durumdah
MLT �2
L2

i
= [ML�1T�2] = [K ]

�
ML�3

� �
L2T�2

� h
L�1/3

i
= [K ] [ML�4/3T�2]

olup, buradan tekrar [K ] =
�
L1/3� elde edilir.
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Boyutsal Homojenlik

Boyutsal Homojenlik

TANIM
E¼ger bir denklemin formu temel ölçü birimlerine ba¼gl¬de¼gilse, denkleme
boyutsal homojendir denir. Di¼ger bir deyişle e¼ger bir denklemin bütün
terimleri ayn¬boyuta sahipse, denkleme boyutsal homojendir denir.

Örnek

T peryodlu basit bir sarkac¬n peryodu (küçük sal¬n¬mlar için)

T = 2π
p
l/g

ile verilir ve birimlerinden ba¼g¬ms¬z olup, denklem boyutsal homojendir.
E¼ger g = 32.2 ft/sn2 denklemde yerine yaz¬l¬rsa, T = 1.11

p
l elde edilir.

Bu, dünyada FPS sisteminde do¼gru olup, art¬k boyutsal homojen de¼gildir.
Çünkü 1.11 çarpan¬; uzunluk feet ve zaman saniye al¬n¬rsa do¼grudur.
Boyut analizi ile 1.11 çarpan¬n¬n [L�1/2T ] boyutuna sahip oldu¼gu
görülebilir. Bununla birlikte yanl¬̧s anlaş¬lmaya yol açmamak için say¬lara
boyut vermemekteyiz.
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Boyutsal Homojenlik

Bütün �ziksel kurallar boyutsal homojendir. Fiziksel yasalarla elde edilen
ba¼g¬nt¬lar da boyutsal homojendir.

Bir problemin boyut analizindeki ilk ad¬m; içerilen �ziksel de¼gişkenler ve
sabitlerin listesine karar vermektir. Pratikte, de¼gişkenler sabit olmakla
birlikte (örne¼gin dünyada g), bunlar temel olup, di¼ger de¼gişkenlerle
boyutsuz çarpan oluşturmak için birleştirilirler. Bu nedenle de¼gişkenlerin
olay¬niçin ve nas¬l etkilediklerini iyi anlamak gerekir.
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Boyutsal Homojenlik

Örnek
M1 ve M2 kütleli, birbirinden r uzakl¬kta bulunan iki cisim aras¬ndaki
çekim kuvveti F , Newton�un çekim yasas¬ndan

F =
GM1M2

r2

(G evrensel sabit) olarak verilir. Kütle sisteminde

[MLT�2] = [G ][M ][M ]/[L2]

olup, buradan
[G ] = [M�1L3T�2]

olur.
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Buckingham Pi Teoremi

Buckingham Pi Teoremi

Teorem (Pi Teoremi)

"E¼ger bir denklem boyutsal homojen ise, bu denklem boyutsuz çarp¬mlar¬n
bir tam kümesinin bir ba¼g¬nt¬s¬na indirgenir ve tersi de do¼grudur." veya
matematiksel deyişle; bir denklemin boyutsal homojen olmas¬için gerek ve
yeter koşul, f herhangi bir fonksiyon ve πi (i = 1, 2, 3, ...)-ler de orjinal
denklemde görünen de¼gişken ve sabitlerin boyutsuz çarp¬mlar¬ve/veya
bölümleri olmak üzere, denklemin f (π1,π2, ...) = 0 formunda

yaz¬labilmesidir.

πi listesinde bütün boyutsuz çarp¬mlar¬n olmas¬gerekmez. Di¼gerlerinin
çarp¬mla ve/veya bölümle elde edilebildi¼gi bir grup yeterlidir. Bu teorem
boyut analizinin temel teoremidir. πi çarp¬mlar¬n¬n say¬s¬, denklemdeki
�ziksel sabit ve de¼gişken say¬s¬n¬geçemez.
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Buckingham Pi Teoremi

Örnek
Bas¬nçs¬z akan bir s¬v¬içindeki D çapl¬düzgün küresel bir cismi göz önüne
alal¬m. Cisimden belli bir mesafedeki ak¬nt¬n¬n h¬z¬V , s¬v¬n¬n kütle
yo¼gunlu¼gu ρ ve s¬v¬n¬n ak¬̧skanl¬k katsay¬s¬µ olsun. Cisim üzerindeki F
itme kuvveti ; V , D, ρ ve µ nün bir fonksiyonudur.

F aV bDcρdµe

formunda, boyutsuz çarp¬mlar¬n bir formülünün oluşturulup
oluşturulamayaca¼g¬n¬inceleyelim.
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Buckingham Pi Teoremi

Çözüm. Boyutsal homojenlikten;

[(MLT�2)a][(LT�1)b ][(L)c ][(ML�3)d ][ML�1T�1)e ] = [M0][L0][T 0]

[M a+d+eLa+b+c�3d�eT�2a�b�e ] = [M0L0T 0]

a+ d + e = 0
a+ b+ c � 3d � e = 0
�2a� b� e = 0

9=;
a = �d � e
b = 2d + e
c = 2d + e

elde edilir. O halde, iki parametreli bir çözüm kümesi

(a, b, c , d , e) = d(�1, 2, 2, 1, 0) + e(�1, 1, 1, 0, 1)
olur. Böylece bir tam kümede iki tane ba¼g¬ms¬z boyutsuz çarp¬m vard¬r.
d = 1 ve e = 1 key� seçimi ile,

π1 = F�1V 2D2ρ1µ0 ve π2 = F�1V 1D1ρ0µ1

Genel bir kural olarak

Bir tam kümenin ba¼g¬ms¬z boyutsuz çarp¬m say¬s¬

= De¼gişken say¬s¬ � katsay¬lar matrisinin rank¬d¬r.
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Buckingham Pi Teoremi

Boyutsuz çarp¬mlar¬n sonsuz çoklukta farkl¬tam kümeleri vard¬r. Pi
teoremi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, herhangi bir tam küme kabul edilebilirdir.
Bununla birlikte, Buckingham (1914), baz¬kümelerin pratikte di¼gerlerine
göre daha kullan¬̧sl¬oldu¼gunu göstermiştir. O halde, akla gelen soru bir
tam kümenin en iyi şekilde nas¬l seçilebilece¼gidir. Buckingham, boyutsuz
de¼gişkenler üzerinde maksimum miktarda deneysel kontrol elde
edilebildi¼gini göstermiştir: E¼ger orjinal de¼gişkenler herbiri sadece bir
boyutsuz çarp¬mda olacak şekilde düzenlenirse, problemin ba¼g¬ml¬de¼gişkeni
de düşünülmek zorundad¬r ve ba¼g¬ml¬boyutsuz de¼gişken diye adland¬r¬lan
bu de¼gişken de birden fazla boyutsuz çarp¬mda yer almamal¬d¬r.
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Buckingham Pi Teoremi

Örne¼gimize geri dönersek

π1 = F�1V 2D2ρ ve π2 = F�1VDµ

olup, boyutsuz çarp¬mlar¬n (bir kuvveti, bir çarp¬m¬veya) bir oran¬da
boyutsuz olaca¼g¬ndan

π3 =
π1
π2
=
VDρ

µ
(Reynold say¬s¬)

olur. P = F
ρV 2D 2 =

1
π1
(Bas¬nç katsay¬s¬) al¬n¬rsa, Pi teoreminden

f (P,R) = 0 ve buradan da g key� bir fonksiyon olmak üzere
F

ρV 2D 2 = g(
VDρ

µ ) elde edilir. Bir kürenin izdüşüm alan¬A = πD 2
4 olup,

böylece küredeki itme

F = ρV 2D2g(R) = ρV 2
4A
π
g(R) =

1
2
[
8
π
g(R)]ρV 2A

=
1
2
CDρV 2A

şeklinde yaz¬labilir. Burada CD = 8
πg(R), çekim katsay¬s¬olarak

adland¬r¬l¬r.
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Buckingham Pi Teoremi

Örnek
Birbirinden r uzakl¬kta, M1 ve M2 kütleli iki cisim aras¬ndaki çekim
kuvvetinin M1, M2, r ve G ye ba¼gl¬oldu¼gu bilindi¼gine göre

G aMb
1M

c
2 r
dF e

şeklinde, boyutsuz çarp¬m formülü belirlenebilir mi?. E¼ger bu
yap¬labiliyorsa, mümkün oldu¼gunca fazla ba¼g¬ms¬z çarp¬mlar bulunuz.
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Buckingham Pi Teoremi

Çözüm. Boyutsal homojenlikten;

[(M�1L3T�2)a][(M)b ][(M)c ][(L)d ][MLT�2)e ] = [M0][L0][T 0]

olup, buradan

�a+ b+ c + e = 0
3a+ d + e = 0
�2a� 2e = 0

9=;
c = 2a� b
d = �2a
e = �a

ve böylece iki parametreli bir çözüm kümesi

(a, b, c , d , e) = (a, b, 2a� b,�2a,�a)
= a(1, 0, 2,�2,�1) + b(0, 1,�1, 0, 0)

olur. O halde, ba¼g¬ms¬z boyutsuz çarp¬mlar¬n bir tam kümesi

π1 = GM2
2 r
�2F�1 ve π2 = M1M�1

2

olarak bulunur. Pi teoreminden, herhangi boyutsal homojen bir denklem
f (π1,π2) = 0 formundad¬r. (Örne¼gin Newton�un çekim yasas¬π1π2 = 1
oldu¼gunu söyler.)
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Boyutsuz Çarp¬mlar¬n Dönüşümleri

Boyutsuz Çarp¬mlar¬n Dönüşümleri
Ak¬̧skanlar mekani¼gindeki en temel de¼gişkenler: Kuvvet F , uzunluk L, h¬z
V , kütle yo¼gunlu¼gu ρ, ak¬̧skanl¬k dinamik katsay¬s¬µ, yerçekimi ivmesi g ,
ses h¬z¬c ve yüzey genli¼gi σ d¬r. Önceki k¬s¬mdaki teknikle, bu
de¼gişkenlerin boyutsuz çarp¬mlar¬n¬n bir tam kümesi;

Reynold say¬s¬: R =
VLρ

µ
=
VL
υ
, (υ = µ/ρ)

Bas¬nç katsay¬s¬: P = F
ρV 2L2

=
p

ρV 2
, (p bas¬nç),

Froude say¬s¬: F = V 2

Lg

Mach say¬s¬ : M =
V
c

Weber say¬s¬ : W =
ρV 2L

σ

olarak verilebilir. Verilen bir problemde, e¼ger, örne¼gin yüzey genli¼gi σ
önemsiz ise W al¬nmaz, e¼ger g etkisiz ise F al¬nmaz vesaire.
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Boyutsuz Çarp¬mlar¬n Dönüşümleri

Önceki k¬s¬mda, de¼gişkenlerin daha çok deneysel kontrolünü sa¼glamak için
boyutsuz çarp¬mlar¬n dönüşümü ile ilgili Buckingham�¬n önerisine dikkat
çekilmişti. Bazen dönüşümler başka nedenlerle de istenmektedir.
Örne¼gin, bir problemin boyut analizi yap¬ld¬ktan sonra, belli bir
de¼gişkenin olayda etkisinin az oldu¼guna karar verilebilir ve e¼ger bu de¼gişken
sadece bir tek ba¼g¬ms¬z boyutsuz çarp¬mda bulunuyorsa, bu boyutsuz
çarp¬m al¬nmayabilir. Fakat, e¼ger de¼gişken birden çok boyutsuz çarp¬mda
bulunuyorsa, aç¬k olarak bu de¼gişkenin bulundu¼gu tüm ba¼g¬ms¬z çarp¬mlar¬
gözard¬etmek yanl¬̧s olur. Böyle bir durumda bir başka boyutsuz çarp¬m
kümesine geçmek gerekmektedir. Dönüşümler, ayr¬ca bazen sadece
R, F , P , M ve W gibi standart çarp¬mlar¬elde etmek için istenilir.
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Boyutsuz Çarp¬mlar¬n Dönüşümleri

Örnek

f herhangi bir fonksiyon ve π1 = ρF/µ2, π2 = V (ρ/(µg))1/3,
π3 = L(ρ2g/µ2)1/3 olmak üzere, f (π1,π2,π3) = 0 verilsin. µ yü
gözard¬etmek isteyelim. µ her çarp¬mda varoldu¼gu için, µ yü içeren
çarp¬mlar¬yokedemeyiz. Fakat (π1,π2,π3) çarp¬mlar¬ndan bir başka tam
kümeyi şu şekilde elde edebiliriz:

P = π1
π22π

2
3
=

F
ρV 2L2

, R = π2π3 =
VLρ

µ
, F = π22

π3
=
V 2

Lg
.

Böylece, f (π1,π2,π3) = 0 denklemi, h ve H isteksel fonksiyonlar olmak
üzere h(P , R, F ) = 0 veya P = H(R, F ) şeklinde yaz¬labilir. Şimdi,
e¼ger µ önemsiz ise R gözard¬edilebilir.
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Basit Sal¬n¬m

Basit Sal¬n¬m

Şekil: M kütleli ve ip uzunlu¼gu l olan basit bir sarkaç (mil sürtünmesiz, a¼g¬rl¬ks¬z
ip, hava direnci s¬f¬r).

Basit bir sarkac¬n T peryodunu belirleyelim. T ba¼g¬ml¬(iç) de¼gişkendir.
Ba¼g¬ms¬z (d¬̧s) de¼gişkenler ise M, g , l ve θ d¬r. θ boyutsuz olmas¬na
ra¼gmen, boyutsuz çarp¬mlar¬n formülasyonuna onu da katmal¬y¬z.
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Basit Sal¬n¬m

Şimdi boyutsuz ifadelerin
T aMbg c ld θe

formunu göz önüne alal¬m. Boyut analizinden

[T a][Mb ][(LT�2)c ][Ld ] = [M0L0T 0]

olup, buradan
b = 0
c + d = 0
a� 2c = 0

9=;
a = 2c
b = 0
d = �c

ve böylece iki parametreli bir çözüm kümesi

(a, b, c , d , e) = (2c , 0, c ,�c , e)
= c(2, 0, 1,�1, 0) + e(0, 0, 0, 0, 1)

elde edilir.

Nuri ÖZALP (Ankara Üniversitesi) 7�!MATEMAT·IKSEL MODELLEME 7�! Boyut Analizi 29 / 39



Basit Sal¬n¬m

Böylece, iki ba¼g¬ms¬z boyutsuz çarp¬m

π1 = T 2gl�1 ve π2 = θ

olup, Pi teoreminden

f (T 2gl�1, θ) = 0 veya T 2gl�1 = h(θ)

ve buradan da

T =

s
l
g
H(θ) (1)

formülü elde edilir. Burada f ve g key� fonksiyonlar ve H2 = h dir.

NOT
H n¬n tam formu boyut analizinden belirlenemez. H bir eliptik integral
olup, yeterince küçük θ için yaklaş¬k olarak 2π dir.
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Basit Sal¬n¬m

Şekil: θ(0) = θ0, θ
0(0) = 0 başlang¬ç koşullu basit sarkaç
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Basit Sal¬n¬m

Fiziksel yaklaş¬mlar:

(i) ·Ip l uzunlu¼gunda, s¬f¬r a¼g¬rl¬kl¬ve bükülmez bir yap¬da olsun.
(ii) Sarkaç a¼g¬rl¬¼g¬, M kütlesinin bir parças¬gibi düşünülsün.
(iii) Hava etkisi olmas¬n (havas¬z ortam), ve böylece mil

sürtünmesiz olsun.
(iv) Sarkaç a¼g¬rl¬¼g¬bir sabit dik yerçekimi olsun.

Şekil: Birim normal ve te¼get vektörleri.
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Basit Sal¬n¬m

C e¼grisi üzerindeki bir noktadaki ~N birim vektörü ~T birim te¼get vektörüne
dik vektördür ve ~T =< cos θ, sin θ >,

~N =< cos(θ +
π

2
), sin(θ +

π

2
) >=< � sin θ, cos θ >=

d~T
dθ

olup, böylece d~T
d θ =

~N ve

d~N
dθ

=< � cos θ,� sin θ >= � < cos θ, sin θ >= �~T

dir. Şimdi, (F , vektörün boyunu göstermek üzere) ~F = F~N olup,
Newton�un ikinci yasas¬(F = Ma) dan;

(F �Mg cos θ)~N � (Mg sin θ)~T = M
d2

dt2
(l(�~N)) (2)

olur.
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Basit Sal¬n¬m

Sa¼g taraf

�Ml d
dt
(
d~N
dθ

dθ

dt
) = �Ml d

dt
(�~T dθ

dt
) = Ml

"
d~T
dθ
(
dθ

dt
)2 + ~T

d2θ
dt2

#

= Ml
�
(
dθ

dt
)2~N +

d2θ
dt2

~T
�

dir. Böylece (2) denkleminden,

F �Mg cos θ = Ml(
dθ

dt
)2 (3)

ve

�Mg sin θ = Ml
d2θ
dt2

yani

d2θ
dt2

= �g
l
sin θ (4)

elde edilir.
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Basit Sal¬n¬m

E¼ger θ, (4) denkleminden belirlenebilirse, F de (3) denkleminden

belirlenebilir. Şimdi (4) denklemini θ(0) = θ0 ve θ̇(0) =
dθ

dt

����
t=0

= 0

başlang¬ç koşullar¬ile çözelim. θ̇ = p dersek, θ̈ =
dp
dθ

dθ

dt
= p

dp
dθ

olup (4)

denkleminde yazarsak

p
dp
dθ
= �g

l
sin θ

elde ederiz. Bu denklem de¼gişkenlerine ayr¬labilir olup, integral al¬rsak

p2

2
=
g
l
cos θ + C1

buluruz. θ̇(0) = 0 başlang¬ç koşulunu uygularsak

p2

2
=
g
l
(cos θ � cos θ0),

yani �
dθ

dt

�2
= 2

g
l
(cos θ � cos θ0) (5)

elde ederiz ki bu sarkac¬n aç¬sal h¬z¬n¬belirler.
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Basit Sal¬n¬m

θ̇(t) � 0 için (5) denkleminden

dθ

dt
= �

r
2g
l
(cos θ � cos θ0)

1/2

veya

dt = �
s

l
2g

dθ

(cos θ � cos θ0)
1/2

olup, buradan Z t

0
dτ = �

s
l
2g

Z θ

θ0

dα

(cos α� cos θ0)
1/2

ya da

t =

s
l
2g

Z θ0

θ

dα

(cos α� cos θ0)
1/2

bulunur. Bu genelleştirilmiş (eliptik) integral var olup, elemanter
fonksiyonlar cinsinden hesaplanamaz fakat say¬sal olarak hesaplanabilir.
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Basit Sal¬n¬m

Sarkac¬n θ = θ0 dan θ = 0 a kadar sal¬nmas¬için geçen süre

t =

s
l
2g

Z θ0

0

dα

(cos α� cos θ0)
1/2

dir. Bu de¼ger, T sarkac¬n peryodu olmak üzere T/4 de¼gerine eşit
oldu¼gundan

T = 4

s
l
2g

Z θ0

0

dα

(cos α� cos θ0)
1/2

olup, bu ise T = H(θ)
p
l/g ile verilen Denk. (1) formundad¬r.

Modeli (iii) yi örne¼gin

(iii)0 Sarkaç mil ve hava etkisindedir, ki bu durumda etkiye karş¬
oluşan kuvvet �kl d θ

dt
~T (k sabit) dir,

kabulü ile de¼giştirerek geliştirebiliriz. Bu durumda Denk.(4),

θ̈(t) = �g
l
sin θ � k

M
θ̇(t) (6)

formunu al¬r.
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Basit Sal¬n¬m

Bazen, kar¬̧s¬k bir model �ziksel gerçeklili¼gi olmayabilece¼gine ra¼gmen,
matematiksel olarak ilişkili olan daha basit bir modelle yer de¼giştirilebilir.
Örne¼gin, e¼ger θ küçük ise sin θ + θ olup, Denk.(4) yerine, çözümü daha
kolay olan

θ̈(t) = �g
l

θ (7)

denklemini kullanabiliriz ve yeni modelin (baz¬amaçlar için) Denk.(4) ile
verilen kadar iyi olmas¬n¬umar¬z. (7) denkleminden

p
dP
dθ

= �g
l

θ =) pdp = �g
l

θdθ =) p2

2
= � g

2l
θ2 + c1

olup, θ(0) = θ0 ve θ̇(0) = 0 başlang¬ç koşullar¬uygulan¬rsa

p2 =
g
l
(θ20 � θ2)

elde edilir.
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Basit Sal¬n¬m

θ̇(t) � 0 için d θ
dt = �

q
g
l (θ

2
0 � θ2)1/2

Z t

0
dτ = �

s
l
g

Z θ

θ0

dα�
θ20 � α2

�1/2

t =

s
l
g

�
arcsin(

α

θ0
)

�����θ0
θ

=

s
l
g

�
arcsin 1� arcsin( θ

θ0
)

�
ve buradan

T
4
=

s
l
g

π

2
(θ + 0) =) T = 2π

s
l
g

elde edilir. E¼ger kendimizi sarkaç sal¬n¬m¬n¬n küçük aç¬da olmas¬na
k¬s¬tlarsak, (4) ve (7) denklemlerinin her ikisinin de gözlemlerde oldukça
iyi olduklar¬görülmüştür. Asl¬nda her iki tahmin de sarkac¬n sallanmaya
başlamas¬ndan sonra asla durmayaca¼g¬n¬söyler ki bu gerçe¼ge ayk¬r¬d¬r.
Denk.(6) sarkac¬n gittikçe yavaşlayaca¼g¬n¬tahmin eder ki bu gerçe¼ge daha

yak¬nd¬r.
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