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Boyut Analizi

Kesin degiskenleri ile birlikte boyutsal dogrulugu olan bir denklemle

tanimlanan bir olayin bir parcasindan bilgi ¢cikarma yontemi ‘=

Analiz sonucu, degiskenler azaltilarak, bir kismi ¢dziim elde edilebilir.
Deneyciler icin 6nemli bir aractir. Bilimsel nedenleme bircok nicelik
kavramini temel alir. Ornegin, kuvvet, kiitle, uzunluk, zaman, ivme, hiz,
sicaklik, 6zgiil 1s1, elektrik yiikii. Bu girdilerin her birine bir dlcii birimi
karsilik gelmelidir. Kiitle, zaman, uzunluk, sicaklk, elektrik akimi, madde
miktari, parlaklik yogunlugu verileri bir anlamda birbirinden bagimsiz olup;

(i) olgii birimleri uluslararasi standartlarla belirlenmistir ve

(II) bunlarin &zel birimleri diéer verilerin birimlerini de belirler.
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Boyut Analizi

Bununla birlikte yukaridaki veriler icin hic bir sey temel degildir. Bunlarin
secimlerinde bir ¢cok olasilik vardir. Kiitle birimi yerine sik sik kuvvet
birimi tanimlanir ve kiitle birimi Newton yasasindan belirlenerek, 6lcii
sistemi kuvvet sistemi olarak tanimlanir.

"Yedi tane bagimsiz niceligin olmasi”

demek bile, niceliklerin dlciilts seklinde isteksel tanimlanmasinin
sonucudur. Ornegin, gazlarin kinetik teorisi;
"durgun bir gazin sicakligi, gazin tek bir molekiiliiniin kinetik
enerjisinin ortalamasina orantihidir"

der. Eger, bir durgun gazin sicakligi gazin tek bir molekiiliiniin kinetik
enerjisi ortalamasina esit olarak tanimlansaydi, bu durumda sicaklik birimi
actkea kiitle, uzunluk ve zaman birimleriyle tanimlanabilirdi.

Nuri OZALP (Ankara Universitesi) +——MATEMATIKSEL MODELLEME— Boyut Analizi 4/32



Niceliklerin boyutlari tanimlarindan veya fiziksel yasalardan cikarilir.

Hiz = zamana gére uzaklik(yol) degisimi olup, boyutu:

-l

olur. Benzer sekilde ivmenin boyutu: [LT 2] dir. Kiitle sisteminde;
kuvvet boyutu ( momentum degisimi):

(M [LT7]

= [MLT 2
7] [ ]
dir. Kuvvet sisteminde; kiitle boyutu:
L I —p—
o - [FL T ]

dir. [ y(x)dx integralinin boyutu [ydx] dir.
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Sadece belli bir birim icin gecerli olan katsayilar iceren bir formiile empirik
formiil denir. =

O halde, bir empirik formiilde lcii birimleri degistirilirken dikkatli olmak
gerekir.

Bir beton boru icinde akan bir sivinin duvarlara yaptigi ortalama baski T
(Ib/ft?), Amerikan miihendislik sisteminde

T = 0.0021pv?R1/3

empirik formiilii ile veriliyor. Burada p (slag/ft3) sivinin kiitle yogunlugu, v
(ft/sn) sivinin ortalama hizi ve R (ft) de dik kesit alaninin islak cevreye
(hidrolik yaricapa) oranidir.  Bu formiilii T (kg/m?), p (kg-sn?/m*), v
(m/sn) ve R (m) olmak iizere MKS kuvvet sistemine geviriniz.

[m] = =
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- BoyutAnalzi
Coziim Formil T = 0.0021pv?*R~1/3 =
(7] = (K] [p] [v*] [R7?]
formundadir. Kuvvet sisteminde

FL™ = (K] [FT2L] [2772) [17V3] = (K] | P72

olup, béylece K| = [L1/3] elde edilir. Diger yandan 1 ft = 0.3048 m
oldugundan

K = 0.0021 [ft1/3] — 0.0021 [0.30481/3m1/3] — 0.00141 [m1/3]

olur. Béylece MKS kuvvet sisteminde T = 0.00141pv?R~/3 bulunur.
Dikkat edilirse, kuvvet sistemi yerine eger kiitle sistemini baz alsaydik bu
durumda

(M) = (ML T2 = (K] ML) [ T72) (013 = (K] LT

olup, buradan tekrar [K] = [L/3] elde edilir. * i@ﬁ
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Boyutsal Homojenlik

Eger bir denklemin formu temel &lcii birimlerine bagli degilse, denkleme
boyutsal homojendir denir. Diger bir deyisle eger bir denklemin biitiin
terimleri ayni boyuta sahipse, denkleme boyutsal homojendir denir.

T peryodlu basit bir sarkacin peryodu (kiigiik salinimlar igin)

T =2m\/I/g

ile verilir ve birimlerinden bagimsiz olup, denklem boyutsal homojendir.
Eger g = 32.2 ft/sn® denklemde yerine yazilirsa, T = 1.11+// elde edilir.
Bu, diinyada FPS sisteminde dogru olup, artik boyutsal homojen degildir.
Ciinkii 1.11 carpani; uzunluk feet ve zaman saniye alinirsa dogrudur.
Boyut analizi ile 1.11 carpaninin [L_1/2 T] boyutuna sahip oldugu
goriilebilir. Bununla birlikte yanls anlasilmaya yol agmamak icin sayilara
boyut vermemekteyiz.
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Butiin fiziksel kurallar boyutsal homojendir. Fiziksel yasalarla elde edilen
bagintilar da boyutsal homojendir.

Bir problemin boyut analizindeki ilk adim; icerilen fiziksel degiskenler ve
sabitlerin listesine karar vermektir. Pratikte, degiskenler sabit olmakla
birlikte (6rnegin diinyada g), bunlar temel olup, diger degiskenlerle
boyutsuz carpan olusturmak icin birlestirilirler. Bu nedenle degiskenlerin
olayi nicin ve nasil etkilediklerini iyi anlamak gerekir.

u]
&)

I

il
it
O (
0
i)



My ve M, kiitleli, birbirinden r uzaklikta bulunan iki cisim arasindaki
cekim kuvveti £, Newton'un ¢ekim yasasindan

_ GMiM,

F >

(G evrensel sabit) olarak verilir. Kiitle sisteminde
[MLT %] = [G][M][M]/[L?]

olup, buradan
(6] = [M1L°T7?

olur.




"Eger bir denklem boyutsal homojen ise, bu denklem boyutsuz carpimlarin
bir tam kiimesinin bir bagintisina indirgenir ve tersi de dogrudur." veya
matematiksel deyisle; bir denklemin boyutsal homojen olmasi icin gerek ve
yeter kosul, f herhangi bir fonksiyon ve 7t; (i = 1,2,3,...)-ler de orjinal
denklemde goriinen degisken ve sabitlerin boyutsuz carpimlar ve/veya
béliimleri olmak iizere, denklemin f (711, 715, ...) = 0 formunda

‘ Buckingham Pi Teoremi

yazilabilmesidir.

7T; listesinde biitiin boyutsuz carpimlarin olmasi gerekmez. Digerlerinin
carpimla ve/veya béliimle elde edilebildigi bir grup yeterlidir. Bu teorem
boyut analizinin temel teoremidir. 7; carpimlarinin sayisi, denklemdeki
fiziksel sabit ve degisken sayisini gecemez.

[m] = = =
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Basingsiz akan bir sivi icindeki D ¢aph diizgiin kiiresel bir cismi géz 6niine
alalim. Cisimden belli bir mesafedeki akintinin hizi V/, sivinin kiitle
yogunlugu p ve sivinin akiskanlik katsayisi 2 olsun. Cisim tizerindeki F
itme kuvveti ; V/, D, p ve p niin bir fonksiyonudur.

= Vb Dcpd]’le

formunda, boyutsuz carpimlarin bir formiiliiniin olusturulup
olusturulamayacagini inceleyelim.

=] F = = £ DA
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Coziim. Boyutsal homojenlikten;

[(MLT =) [T HPIO)NML) ML T ] = [MOY[LO)[T°]
[Ma+d+eLa+b+c—3d—eT—2a—b—e] _ [MOLOTO]
a+d+e=0 a=—d—e
a+b+c—3d—e=0 b=2d+e
—2a—b—e=0 c=2d+e

elde edilir. O halde, iki parametreli bir ¢éziim kiimesi
(a,b,c,d,e)=d(—1,2,2,1,0) +e(-1,1,1,0,1)

olur. Bodylece bir tam kiimede iki tane bagimsiz boyutsuz ¢arpim vardir.
d =1 ve e =1 keyfi secimi ile,

= Fl Vzszlyo ve 7y = F1 VlDlpOyl
Genel bir kural olarak
Bir tam kiimenin bagimsiz boyutsuz ¢arpim sayisi
= Degisken sayisi — katsayilar matrisinin rankidir. @
AR 907
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Buckingham Pi Teoremi

Boyutsuz carpimlarin sonsuz coklukta farkli tam kiimeleri vardir. Pi
teoremi g6z oniine alindiginda, herhangi bir tam kiime kabul edilebilirdir.
Bununla birlikte, Buckingham (1914), bazi kiimelerin pratikte digerlerine
gore daha kullanish oldugunu gostermistir. O halde, akla gelen soru bir
tam kiimenin en iyi sekilde nasil secilebilecegidir. Buckingham, boyutsuz
degiskenler tizerinde maksimum miktarda deneysel kontrol elde
edilebildigini gostermistir: Eger orjinal degiskenler herbiri sadece bir
boyutsuz carpimda olacak sekilde diizenlenirse, problemin bagimli degiskeni
de diisiiniilmek zorundadir ve bagimh boyutsuz degisken diye adlandirilan
bu degisken de birden fazla boyutsuz carpimda yer almamahdir.
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Ornegimize geri donersek

1 =F VD% ve my=F'VDyu

olup, boyutsuz ¢arpimlarin (bir kuvveti, bir ¢carpimi veya) bir orani da
boyutsuz olacagindan

m_ Vbp (Reynold sayisi)
T2 2

73

olur. P = p\/%Dz = n% (Basing katsayist) alinirsa, Pi teoreminden

f(P,R) = 0 ve buradan da g keyfi bir fonksiyon olmak U'zere
F__ _(VDp

VT = g(—+ 7 ) elde edilir.

Bir kiirenin izdiisiim alani A =
boylece kiiredeki itme

olup

F o= pV2D%(R) =pV* g <R>=§[§g<R>]pV2A

1
Echv2A

seklinde yazilabilir. Burada Cp = £g(R), cekim katsayisi olarak /ffﬁ(%
adlandirlir. . ”K//

o & E £ DA



Birbirinden r uzaklikta, M; ve M, kiitleli iki cisim arasindaki cekim
kuvvetinin My, M, r ve G ye bagh oldugu bilindigine gore

G MPMsr/Fe

seklinde, boyutsuz carpim formiilii belirlenebilir mi?. Eger bu
yapilabiliyorsa, miimkiin oldugunca fazla bagimsiz carpimlar bulunuz.
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Coziim. Boyutsal homojenlikten;
[(MEET2) (M) [(M)I[(L) ] [MLT =2)¢] = [MO][L°)[T°]
olup, buradan
—a+b+c+e=0 c=2a—b

3a+d+e=0 d=—2a
—2a—2e=0 e= —a

ve boylece iki parametreli bir ¢6ziim kiimesi
(a,b,c,d,e) = (a,b2a—b,—2a,—a)
= a(1,0,2,-2,—-1)+b(0,1,-1,0,0)
olur. O halde, bagimsiz boyutsuz carpimlarin bir tam kiimesi
= GM3r2F 1 ve my = MiM,!
olarak bulunur. Pi teoreminden, herhangi boyutsal homojen bir denklem

f(7ty, 712) = 0 formundadir. (Orneéin Newton'un ¢cekim yasasi 71177, = L
oldugunu soyler.) %{:‘




s o Crpimaynioonusumlen®
Boyutsuz Carpimlarin Doniisiimleri
Akiskanlar mekanigindeki en temel degiskenler: Kuvvet F, uzunluk L, hiz
V, kiitle yogunlugu p, akiskanhk dinamik katsayisi jz, yercekimi ivmesi g,
ses hizi ¢ ve yiizey genligi o dir. Onceki kisimdaki teknikle, bu
degiskenlerin boyutsuz carpimlarinin bir tam kiimesi;

VL VL
Reynold sayisi : _ P —, (v=pu/p)
i v
. __F _r
Basin¢ katsayis: = KW = W (p basing),
V2
Froude sayisi: F=—
Lg
%4
Mach sayisi =
VeL
Weber sayisi @ W = p?

olarak verilebilir. Verilen bir problemde, eger, 6rnegin yiizey genligi o iig
.. o L . A
onemsiz ise YV alinmaz, eger g etkisiz ise 7 alinmaz vesaire. e



Boyutsuz Carpimlarin Déniisiimleri

Onceki kisimda, degiskenlerin daha cok deneysel kontroliinii saglamak icin
boyutsuz carpimlarin doniisiimii ile ilgili Buckingham'in dnerisine dikkat
cekilmisti. Bazen doniisiimler baska nedenlerle de istenmektedir.
Ornegin, bir problemin boyut analizi yapildiktan sonra, belli bir
degiskenin olayda etkisinin az olduguna karar verilebilir ve eger bu degisken
sadece bir tek bagimsiz boyutsuz ¢arpimda bulunuyorsa, bu boyutsuz
carpim alinmayabilir. Fakat, eger degisken birden cok boyutsuz ¢arpimda
bulunuyorsa, acik olarak bu degiskenin bulundugu tiim bagimsiz carpimlar
gozardi etmek yanlis olur. Boyle bir durumda bir baska boyutsuz ¢arpim
kiimesine gecmek gerekmektedir. Dontistimler, ayrica bazen sadece

R, F, P, M ve VW gibi standart carpimlari elde etmek igin istenilir.
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f herhangi bir fonksiyon ve 7ty = pF /u?, 1y = V(o/(ng))'/3,
3 = L(0?g/u?)'/3 olmak iizere, f(711, 77, 713) = O verilsin. u yii
gozardi etmek isteyelim. p her carpimda varoldugu icin, 1 yii iceren
carpimlari yokedemeyiz. Fakat (771, 712, 713) ¢arpimlarindan bir baska tam
kiimeyi su sekilde elde edebiliriz:

1 g Vip F_ 1% B v?

- T - pV2L2’ R =m0 = 1 s Lg’

Boylece, (711, 712, 713) = 0 denklemi, h ve H isteksel fonksiyonlar olmak
tizere h(P, R, F ) =0veya P = H(R, F) seklinde yazilabilir. Simdi,
eger 11 6nemsiz ise R gozardi edilebilir.

[m] = = =
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e el
| Basit Salinim |

kusuraug mil

Sekil: M kiitleli ve ip uzunlugu / olan basit bir sarka¢ (mil siirtiinmesiz, agirliksiz
ip, hava direnci sifir).

Basit bir sarkacin T peryodunu belirleyelim. T bagimli (i¢) degiskendir.
Bagimsiz (dis) degiskenler ise M, g, | ve 6 dir. 6 boyutsuz olmasina @‘
ragmen, boyutsuz carpimlarin formiilasyonuna onu da kﬁqatma_llylz._= _ Q—f

NI



Simdi boyutsuz ifadelerin
T Mbgc Idge

formunu goéz 6niine alalim. Boyut analizinden
[T [MPY[(LT 2)] (L) = [M°L°T°]

olup, buradan
b=0 a=2c
c+d=0 b=0
a—2c=0 d=—c

ve boylece iki parametreli bir ¢oziim kiimesi

(a,b,c,d,e) = (2¢,0,¢,—c,e)
= ¢(2,0,1,-1,0) +¢(0,0,0,0,1)

elde edilir.




Boylece, iki bagimsiz boyutsuz ¢arpim
o= T?gl™" verm, =260
olup, Pi teoreminden
f(T?gl™*,0) = 0 veya T?gl™* = h(#)

ve buradan da

H nin tam formu boyut analizinden belirlenemez. H bir eliptik integral

olup, yeterince kiiciik 6 icin yaklasik olarak 27t dir &)
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iptek
gerilim

—_

tefet dogrultuda birim normal

—_

N
radyal dogrultuda birim normal

Mg

Sekil: 0(0) = 0, 0" (0) = 0 baslangi¢ kosullu basit sarkag

o 9 z = = 9ac




Fiziksel yaklasimlar:
(i) ip / uzunlugunda, sifir agirlikli ve biikiilmez bir yapida olsun.
(ii) Sarkag agirhigi, M kiitlesinin bir parcasi gibi diisiiniilsiin.
(iii) Hava etkisi olmasin (havasiz ortam), ve bdylece mil
siirttinmesiz olsun.
(iv) Sarkag agirlig bir sabit dik yercekimi olsun.

N / ' g
g
-
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e

C egrisi
Sekil: Birim normal ve teget vektérleri. =
Or <> «=» «=» T DAl



C egrisi iizerindeki bir noktadaki N birim vektérii 7 birim teget vektoriine
dik vektordiir ve T =< cos@,sinf >,
dT

- 7T . 7T .
N =< cos(6 + E),sm(Q—i— 5) >=< —sinf,cosf >= '

=

olup, boylece d—g =N ve

N -
C(]J_G =< —cosf, —sinf >= — < cosf,sinf >=—T
dir. Simdi, (F, vektdriin boyunu gostermek iizere) F = FN olup,
Newton'un ikinci yasasi (F = Ma) dan;

2
(F — Mg cos0)N — (Mgsin0) T — th2(/(—/\/))

—
N
~—

2
Z

olur.
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Sag taraf
d dN do d 4d9 dT7 do ., ~d?0
qilgaa) = MzgETgH) =Ml G557 +TW]
do ., d%0 -
- M N+ 2T
(d) e ]

dir. Boylece (2) denkleminden,

do .,
F — Mgcosf = MI(—)? (3)
dt
ve 20
—Mgsinf = MIF yani
d?6 g .
F = —7 sin@
elde edilir.




Eger 0, (4) denkleminden belirlenebilirse, F de (3) denkleminden
do

belirlenebilir. Simdi (4) denklemini 6(0) = 6y ve 6(0) = P =0
=0
baslangic kosullari ile cézelim. 6 = p dersek, 8 = ZIZ Z(Z Zg olup (4)
denkleminde yazarsak
p@ — Eing
do /
elde ederiz. Bu denklem degiskenlerine ayrilabilir olup, integral alirsak
2
P _g
> = cos6 + (;
buluruz. #(0) = 0 baslangic kosulunu uygularsak
2
pF_g _
> = (cos® — cosbyp),
yani
2
(%) = 25/(c059 — cos )
elde ederiz ki bu sarkacin acisal hizini belirler. Oy @y (zH (=




6(t) < 0 igin (5) denkleminden

do . 2g 1/2
i 0 (cosf — cos )
veya
/ do
dt = —y| —

28 (cosf — cos )/
t I8 du
Jyd=\/2 72
0 8 /oo (cosa — cosbp)
. / /90 du
28 Jo (cosa — cosfy)'/?

bulunur. Bu genellestirilmis (eliptik) integral var olup, elemanter
fonksiyonlar cinsinden hesaplanamaz fakat sayisal olarak hesaplanabilir.

olup, buradan

ya da

o 5 = E E




Sarkacin 6 = 6y dan 6 = 0 a kadar salinmasi icin gecen siire

- I/90 du
2g Jo (cosuc—cos(?o)l/2

dir. Bu deger, T sarkacin peryodu olmak iizere T /4 degerine esit

oldugundan
0o
4 /
28 coszx—cos@o) Lz

olup, bu ise T = H(6)\/I/g ile verilen Denk. (1) formundadir.

Modeli (iii) yi 6rnegin
(i) Sarka¢c mil ve hava etkisindedir, ki bu durumda etkiye karsi
olusan kuvvet —k/%? (k sabit) dir,
kabulii ile degistirerek gelistirebiliriz. Bu durumda Denk.(4),

0(t) = ~Esin6 %9(1’)

' )

';'LT:.TJ
formunu alir. \’%,ﬁ/
=] F = E E DA




Bazen, karisik bir model fiziksel gercekliligi olmayabilecegine ragmen,
matematiksel olarak iliskili olan daha basit bir modelle yer degistirilebilir.
Ornegin, eger 0 kiiciik ise sin 6 = 0 olup, Denk.(4) yerine, ¢oziimii daha
kolay olan

i(t) = —59 (7)

denklemini kullanabiliriz ve yeni modelin (bazi amaglar icin) Denk.(4) ile
verilen kadar iyi olmasini umariz. (7) denkleminden

P g g P g,
Pig = IG = pdp= I9d9 = > = 2/9 +a

olup, #(0) =6y ve 0(0) = 0 baslangi¢ kosullari uygulanirsa

P = %(95 —6%)

elde edilir. o



0(t) < 0icin E = _ﬁ(gg _ 92)1/2

/ dt = — \/>/00 0—06 1/2
t= \/Z (arcsm(;;)> 90 = \/Z (afCS'n 1-— afCSin(:(J))

ve buradan
T | T /
i=\zz 6x0= n,/g

elde edilir. Eger kendimizi sarka¢ saliniminin kii¢iik acida olmasina
kisitlarsak, (4) ve (7) denklemlerinin her ikisinin de gézlemlerde oldukga

iyi olduklari goriilmiistiir. Aslinda her iki tahmin de sarkacin sallanmaya
baslamasindan sonra asla durmayacagini séyler ki bu gercege aykiridir.
Denk.(6) sarkacin gittikce yavaslayacagini tahmin eder ki bu gercege dam

yakindir. = \\%

=] =) = = £ DA
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