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Gra�kler

Gra�kler

Gra�kler, sadece birkaç de¼gişken içeren say¬sal ilişkilerin veya yaklaş¬k
verilerin incelenmesinde kullan¬̧sl¬d¬rlar. Bir probleme gra�ksel yaklaş¬m,
çok fazla bilginin olmad¬¼g¬, veya bilginin duyarl¬formlarda verilmedi¼gi
durumlarda oldukça kullan¬̧sl¬olmaktad¬r. Kuşkusuz çok duyarl¬bilgilerin
mevcut oldu¼gu durumlarda analitik yöntemler daha uygundur.

En çok üç boyutlu bir düşünce yap¬m¬z oldu¼gu için, üç de¼gişkenden daha
fazla de¼gişken içeren ba¼g¬nt¬larda gra�ksel yaklaş¬m do¼grudan kullan¬̧sl¬
olmamaktad¬r. Bununla beraber, böyle durumlarda ço¼gunlukla bir çok
de¼gişkeni sabit gibi düşünüp, tek de¼gişkeni de¼giştirerek gra�¼gin çizilip, bu
de¼gişkene ba¼gl¬de¼gişimi incelemek mümkündür. Temel problemi aşa¼g¬daki
şekilde kurabiliriz:

"Belirli baz¬ba¼g¬ms¬z de¼gişkenler de¼giştirildi¼ginde, bir sistemin denge
noktas¬nas¬l de¼gişir?"
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Türlerin çeşitlili¼gi

Türlerin çeşitlili¼gi
Ba¼g¬ml¬de¼gişkenimiz, adada bulunan türlerin toplam say¬s¬olsun. Hangi
türlerin var oldu¼gu ile ilgilenmiyoruz. Ba¼g¬ms¬z de¼gişkenler ise; adan¬n
anak¬tadan olan uzakl¬¼g¬, adan¬n boyutu v.s. olsun. Adada bulunan türlerin
çoklu¼gu, verilen bir zamanda, en az bir türün yok olma olas¬l¬¼g¬n¬n artmas¬
anlam¬na gelir. Böylece, yok olma oran¬e¼grisi pozitif bir e¼gime sahiptir.

Şekil: Yokolma e¼grisi.
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Türlerin çeşitlili¼gi

Göç oran¬, adada bulunmayan türlerle ilgilidir. Adadaki tür çoklu¼gu, adaya
göç eden türlerin az olmas¬n¬do¼guracakt¬r. Böylece, adadaki türlerin
artmas¬demek, adaya yeni göç şans¬n¬n azalmas¬demektir. O halde göç
e¼grisi negatif e¼gime sahiptir.

Şekil: Göç e¼grisi.
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Türlerin çeşitlili¼gi

Göç ve yok olma oranlar¬n¬n kesişti¼gi nokta denge noktas¬d¬r.

Şekil: Denge noktas¬
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Türlerin çeşitlili¼gi

Uzakl¬k Etkisi:
Yok olma oran¬sadece adaya ve adadaki türlere ba¼gl¬d¬r ve böylece adan¬n
anak¬taya olan uzakl¬¼g¬ndan etkilenmez. Göç oran¬mr , adan¬n anak¬tadan
olan uzakl¬¼g¬na ba¼gl¬d¬r. mr uzakl¬kla azal¬r. Çünkü, herhangi bir türün
adaya ulaşmas¬zorlaş¬r. Denge yok olma oran¬, uzak bir adaya oranla
yak¬n bir ada için daha büyüktür. Böylece ayn¬büyüklükte iki ada için,
adadaki türlerin çeşidi anak¬taya daha yak¬n olan adada daha h¬zl¬de¼gişir.
Ayr¬ca türlerin say¬s¬da uzakl¬kla azal¬r.

Şekil: Uzakl¬k etkisi.
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Türlerin çeşitlili¼gi

Ada Boyutu Etkisi
Herhangi bir türün küçük adada yok olma olas¬l¬¼g¬daha fazlad¬r, çünkü yer
azl¬¼g¬nüfusun az olmas¬na yol açar. Böylece, yok olma oran¬e¼grisi, ada
küçüldükçe yukar¬kaymaya başlar.

Şekil: Ada büyüklü¼gü etkisi.
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Bir Firman¬n Üretimi

Firma Üretimi
Basitlik için �rman¬n tek tip ürün üretti¼gini kabul edelim. Belli bir zaman
periyodunda, harcama ve �yat de¼gişiminin üretim üzerindeki etkisini
ö¼grenmek istiyoruz.

Kâr_P = Toplam gelir_I � Toplam gider_C

olup, kabul edelim ki, P, I ve C üretilen parça say¬s¬x , in sürekli
diferensiyellenebilir bir fonksiyonu olsun. Bunlar¬n türevleri s¬ras¬ile
marjinal kâr, marjinal gelir ve marjinal gider olarak adland¬r¬l¬r. Denge
durumunda;

dP
dx
= 0 yani

dI
dx
=
dC
dx

olur. Maksimum kâr için, e¼ger denge noktas¬ndan uzaklaş¬rsak kâr
azalmal¬d¬r. Matematiksel olarak denge noktas¬n¬n solunda

dP
dx
> 0 yani

dI
dx
>
dC
dx

ve sa¼g¬nda
dP
dx
< 0 yani

dI
dx
<
dC
dx
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Bir Firman¬n Üretimi

Şekil: Marjinal maliyet ve gelir e¼grisi. Eksenler birim zamandaki üretim say¬s¬ve
de¼geri göstermektedir.
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Bir Firman¬n Üretimi

x den ba¼g¬ms¬z herhangi bir ek gider, örne¼gin emlak vergisi gibi,
y = dC/dx e¼grisini ve böylece üretim düzeyini de¼giştirmeyecektir. E¼ger
�rma ek olarak, örne¼gin gelir vergisi gibi, x e ba¼gl¬bir Ca giderine sahipse
ve bu gider müşteriye yans¬t¬lm¬yorsa, y = d(C + Ca)/dx e¼grisi
y = dC/dx e¼grisini eskisinin solunda kalan bir noktada kesecektir. Bunun
anlam¬üretim düzeyinde bir düşüş demektir. Di¼ger taraftan, e¼ger Ca
müşteriye yüklenirse, bu durumda her iki marjinal e¼gri

yI =
d(I + Ca)

dx
ve yC =

d(C + Ca)

dx
,

birim üretim vergisine eşit miktarda yukar¬hareket eder ve böylece üretim
düzeyi de¼gişmez kal¬r.
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Bir Firman¬n Üretimi

Optimal üretim düzeyi marjinal giderin tersi do¼grultusunda ve marjinal gelir ile
ayn¬do¼grultuda hareket eder. Ca, x in bir fonksiyonu olsun. yI e¼grisi yC e¼grisini
eskisinin solunda bir noktada keser ve böylece üretim düzeyi azalmaya başlar.
Fakat azalan üretim �yat¬n yükselmesine ve müşteriye yans¬t¬lmas¬na neden
olabilir. Bu durumda marjinal gelir e¼grisi yukar¬kayar. Sonuç olarak üretim
düzeyi yükselir. Fiyat yüksek oldu¼gundan bu durumda talep azalabilir. Bunun
anlam¬ise, �yat art¬̧s¬üretimi orjinal düzeyine çekmeye tam olarak yeterli de¼gildir.

Şekil: Optimal düzey üretim.
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Silahlanma Yar¬̧s¬

Silahlanma Yar¬̧s¬

A ve B ülkeleri bar¬̧s istemektedir. Sald¬rgan olmayacaklar fakat kendilerine
yönelik bir sald¬r¬durumunda da sessiz kalmayacaklard¬r. Böylece
"kendini korumaya" inanmaktad¬rlar. Bu nedenle bir orduya sahiptirler
ve silah biriktirme ve geliştirmeleri tamamen savunma amaçl¬d¬r. A
ülkesinin silahlanma hareketleri B ülkesinin gözünden kaçmaz. A ülkesinin
liderleri sürekli olarak bar¬̧sç¬l amaçl¬olduklar¬n¬söylemelerine ra¼gmen, bu
ülkenin silahlar¬B ülkesini yok etmek için de kullan¬labilir. Bu nedenle B
ülkesi de sa¼glam bir savunma için silahlan¬r. B nin silah harcamalar¬A n¬n
gözünden kaçmaz ve ayn¬nedenlerle A ülkesi savunma kuvvetlerini
genişletir. Böylece (bar¬̧sç¬l) bir silahlanma döngüsü başlam¬̧s olur.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Basit bir model

Basit model

A ve B ülkelerinin standart bir para birimine göre y¬ll¬k silahlanma
harcamalar¬s¬ras¬ile x ve y olsun. Matematiksel olarak, a ve b pozitif
sabitler olmak üzere,

dx
dt
= ay (1)

dy
dt
= bx (2)

dir. ·Iki ülkenin başlang¬ç harcamalar¬

x(0) = x0, y(0) = y0 (3)

olsun. x 0(t) � 0 ve x 00(t) = ay 0(t) = abx � 0 olup, x = x(t) nin
gra�¼ginin d¬̧s bükey olmas¬demektir. Benzer bir sonuç y(t) için de
geçerlidir.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Basit bir model

dy
dx
=
bx
ay

den
aydy = bxdx

=)
bx2 � ay2 = c

Başlang¬ç koşulunu uygularsak, c = bx20 � ay20 olup, böylece y =
q

b
a x

asimptotlu
bx2 � ay2 = bx20 � ay20

hiperbolünü elde ederiz.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Basit bir model

Şekil: Basit bir silahlanma yar¬̧s¬.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Basit bir model

Problemi Laplace dönüşümü kullanarak çözersek;

x(t) = x0 cosh
p

abt +
p

a/by0 sinh
p

abt

y(t) =
p
b/ax0 sinh

p
abt + y0 cosh

p
abt

bulunur.
lim
t!∞

x(t) = ∞ = lim
t!∞

y(t)

ve

bx2 � ay2 = bx20
�
cosh2

p
abt � sinh2

p
abt
�

+ay20
�
sinh2

p
abt � cosh2

p
abt
�

= bx20 � ay20

oldu¼gu çözümden de görülebilir.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

Geliştirilmiş model

x 0(t) = �mx + ay + r , (4)

y 0(t) = bx � ny + s (5)

Burada, r ve s sabitler olup, r > 0 (s > 0) ¬n anlam¬ A(B) ülkesi, B(A)
ülkesine karş¬düşmanl¬k besliyor demektir. r < 0 (s < 0) ise bir iyi niyetin
var oldu¼gunu ve böylece silah ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬n azald¬¼g¬n¬gösterir.
Bu sistem ayn¬zamanda (x , y)� düzleminde bir parçac¬¼g¬n hareket
denklemi olarak da düşünülebilir. (4) ve (5), parçac¬¼g¬n s¬ras¬ile x ve y
do¼grultusundaki h¬zlar¬n¬verir. Böylece, x 0(t) � 0 (� 0), parçac¬¼g¬n sa¼ga
(sola) do¼gru hareket etmesi demektir. Benzer şekilde y 0(t) � 0 (� 0) da,
parçac¬¼g¬n yukar¬(aşa¼g¬) do¼gru hareket etmesi anlam¬na gelir. Sistemin
çözmeksizin, silah harcamalar¬n¬n sonuçta bir x 0(t) = 0 = y 0(t) denge
durumuna gelece¼gini görmek mümkün müdür?
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

(4) ve (5) den

�mx + ay = �r : L do¼grusu (6)

bx � ny = �s : L� do¼grusu (7)

Şekil: L : y = m
a x �

r
a do¼grusu. L boyunca

dx
dt = 0
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

Şekil: L� : y = b
n x +

s
n do¼grusu. L

� boyunca dydt = 0
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

E¼ger herhangi bir zamanda A ve B ülkelerinin s¬ras¬ile x1 ve y1
harcamalar¬L do¼grusu üzerinde ise, bu durumda x 0(t)j(x1,y1) = 0 olur.
Fakat, y 0(t)j(x1,y1) 6= 0 olabilir. Böylece, bu zamanda, harcama düzeyi L
üzerinde olmayan bir noktaya do¼gru aşa¼g¬veya yukar¬do¼gru hareket
edebilir. L do¼grusuna A n¬n optimal do¼grusu denir. A n¬n, harcamalar¬n¬
optimal do¼grusuna yaklaşt¬rmak için sürekli de¼gişti¼gi görülecektir. t ! ∞
için üç olas¬l¬k vard¬r:

(i) Sonsuz silahlanma: x ! ∞, y ! ∞.
(ii) Karş¬l¬kl¬silahs¬zlanma: x ! 0, y ! 0.

(iii) Dengeli silahlanma yar¬̧s¬: (x , y)! (x�, y �).

Burada, (x�, y �) denge noktas¬olarak adland¬r¬l¬p, L ve L� do¼grular¬n¬n
kesim noktas¬d¬r.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

E¼ger mn� ab 6= 0 ise (6)-(7) sistemini çözersek

x� =
nr + as
mn� ab

, y � =
br +ms
mn� ab

elde ederiz.

Şekil: Denge noktas¬.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

(x1, y1) /2 L ve (x2, y1) 2 L olsun.
x 0
��
(x1,y1)

= �mx1 + ay1 + r (8)

0 = �mx2 + ay1 + r (9)

olup, buradan
x 0
��
(x1,y1)

= m(x2 � x1)
elde edilir. Böylece optimal do¼gru L nin üzerinde x 0 > 0 ve alt¬nda ise
x 0 < 0 olup, A harcamalar¬n¬optimal do¼gruya do¼gru ayarlar.

Şekil: A harcamalar¬n¬L ye yaklaşacak şekilde ayarlar. L üzerinde x 0 = 0 d¬r.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

Benzer şekilde B harcamalar¬n¬optimal L� do¼grusuna do¼gru ayarlar.

Şekil: B harcamalar¬n¬L� a yaklaşacak şekilde ayarlar. L� üzerinde y 0 = 0 d¬r.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

Durum 1. Karş¬l¬kl¬düşmanl¬k: r > 0, s > 0.
E¼ger mn� ab 6= 0 ise denge noktas¬birinci veya üçüncü kuadranttad¬r.
mn� ab > 0 ise aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde ederiz:

Şekil: Optimal do¼gru I. kuadrant¬dört bölgeye ay¬r¬r. Oklar her bir bölgede düşey
ve yatay do¼grultudaki hareketi göstermektedir. Bu dengeli silahlanma durumudur.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

mn� ab < 0 ise, (x0, y0) nerede olursa olsun, sistemin hareketi
harcamalar¬II. bölgeye taş¬r.

Şekil: Sonsuz silahlanma. Düşmanl¬k terimleri r > 0, s > 0.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

Durum 2. ·Iyi niyet: r < 0, s < 0.
E¼ger (x�, y �) birinci kuadrantta ise, mn� ab < 0 (a, b, m, n > 0) d¬r .
Bu durumda aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir:

Şekil: Belirsiz durum. mn� ab < 0. Düşmanl¬k terimleri s < 0, r < 0. Başlang¬ç
harcamalar¬önemli bir rol oynar.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Geliştirilmiş model

E¼ger (x�, y �) üçüncü kuadrantta ise, başlang¬ç noktas¬ndan ba¼g¬ms¬z
olarak karş¬l¬kl¬silahs¬zlanma oluşur.

Şekil: Karş¬l¬kl¬silahs¬zlanma. mn� ab > 0. s < 0, r < 0.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

Bir belirsiz durum

Belirsiz durumun analizi için aşa¼g¬daki örne¼gi göz önüne alal¬m:

dx
dt

= �2x + y � 5 (10)

dy
dt

= 6x � 2y � 12 (11)

(a = 1, m = 2, r = �5, b = 6, n = 2, s = �12), r < 0 ve s < 0
oldu¼gundan ve mn� ab = 4� 6 < 0 oldu¼gundan, belirsiz durum oluşur.
Optimal do¼grular

L : � 2x + y = 5
L� : 6x � 2y = 12

olup, (x�, y �) = (11, 27) denge noktas¬nda kesişirler.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

Şekil: Belirsiz durum
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

Başlang¬ç noktas¬ (x0, y0) = (15, 15) olsun. (10) ve (11) den
dx
dt

��
(15,15) < 0 ve

dy
dt

���
(15,15)

> 0 d¬r. Türevlerin işaretleri başlang¬ç

noktas¬n¬n bulundu¼gu yeri belirler.(15, 15) noktas¬IV. bölgede olup durum
belirsizdir. Şimdi bir l do¼grusunun e¼gimini bulal¬m öyle ki (x , y) 2 l
olmas¬için gerek ve yeter koşul (x , y) noktas¬ndaki e¼gim, (x , y) den
(x�, y �) noktas¬na olan do¼grunun e¼gimine eşittir. Böylece

dy
dx
=
6x � 2y � 12
�2x + y � 5 =

27� y
11� x

olur. Düzenleme yap¬l¬rsa

y2 � 54y � 3(2x2 � 44x � 1) = 0

ve II. ve IV. bölgeden geçen do¼gru y = 27�
p
6(x � 11) bulunur.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

x = 15 al¬rsak y = � 15
p
6+ 27+ 11

p
6 �= 17.20 olup, böylece (15, 15)

noktas¬do¼grunun alt¬nda kal¬r. O halde hareket do¼grultusu denge
noktas¬n¬n alt¬ndad¬r. Son hareket, harcamalar¬III. bölgeye taş¬r ve sonuçta
karş¬l¬kl¬silahs¬zlanma oluşur.

0 1 2 3 4 5 6 7
0

5

10

15

20

25

 t

x( _ ) y( ­­)

Şekil: Silahs¬zlanma. Başlang¬ç harcamas¬x(0) = y(0) = 15
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

x = 17 olsun. Bu durumda y = 27� 6
p
6 ' 12.30 olup, bu ise (17, 15)

noktas¬n¬n do¼grunun yukar¬s¬nda kalmas¬demektir. Böylece sonsuz
silahlanma oluşur.

2 4 6 8 10 120

100

200

300

t

x(_) y(­­)

Şekil: Sonsuz silahlanma. Başlang¬ç harcamas¬x(0) = 17, y(0) = 15
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

x = 10 olsun. y = 27+
p
6 + 29.44948974 olup, böylece başlang¬ç

noktas¬ do¼gru üzerindedir.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10

15

20

25

30

t

y(­), x(­­)

Şekil: Dengeli silahlanma. Başlang¬ç harcamas¬x(0) = 10, y(0) �= 29.45
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Bir belirsiz durum

dx
dt

= �2x + y � 5
dy
dt

= 6x � 2y � 12
x(0) = 15 = y(0)

sistemine Laplace dönüşümü uygulan¬rsa,

x(t) = 4e�2t cosh
p
6t � 12p

6
e�2t sinh

p
6t + 11

y(t) = �12e�2t cosh
p
6t +

24p
6
e�2t sinh

p
6t + 27

olup, t ! ∞ için (x(t), y(t))! (0, 0) oldu¼gundan silahlanma
harcamalar¬sonuçta s¬f¬ra yaklaş¬r.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Birinci Dünya Savaş¬

Birinci Dünya Savaş¬

Şimdi (4) ve (5) ile verilen geliştirilmiş modeli göz önüne alal¬m ve
Fransa-Rusya grubu ile Almanya - Avusturya-Macaristan grubunun
karş¬l¬kl¬korku ve yüksek bütçe harcama etkilerinin ayn¬oldu¼gunu kabul
edelim. Matematiksel model olarak,

x 0(t) = �mx + ay + r , (12)

y 0(t) = bx � ny + s (13)

denklem sistemine sahibiz. (12)+(13) den,

d
dt
(x + y) = (a�m)(x + y) + r + s (14)

elde edilir. Böylece toplam silahlanma harcamalar¬de¼gişim oran¬
d
dt (x + y) nin toplam silah harcamalar¬ x + y ye göre gra�¼gini çizersek
bir do¼gru elde ederiz.
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Birinci Dünya Savaş¬
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Birinci Dünya Savaş¬

Şekil: Art¬̧s: d(x + y)/dt, Toplam: (x + y)
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Silahlanma Yar¬̧s¬ Birinci Dünya Savaş¬

Yukar¬daki şekilden görülmektedir ki, dört nokta 0.73 e¼gimli bir do¼gruya
yaklaşmaktad¬r. (14) den a�m = 0.73 olur. E¼ger m = 0.2 ise a = 0.93
dür. a = b ve m = n oldu¼gundan

mn� ab �= 0.04� 0.86 = �0.82 < 0

bulunur. E¼ger, r < 0 ve s < 0 ise, bu durumda belirsiz durum oluşur.
E¼ger, r > 0 ve s > 0 ise sonsuz silahlanma oluşur
Şekildeki do¼gru x-eksenini 194 noktas¬nda kesmektedir. Böylece, e¼ger
harcama düzeyi 194 milyon Sterlin olsa idi, bu durumda harcamalarda art¬̧s
olmazd¬. Fakat 1909 y¬l¬ndaki toplam harcama 199.2 milyon Sterlin idi ve
böylece silahlanma yar¬̧s¬n¬n başlamas¬ve bunun sonucu olarak savaş¬n
ç¬kmas¬kaç¬n¬lmaz idi. Dikkat edilirse burada savaşa girecek olan di¼ger
ülkelerin harcamalar¬göz önüne bile al¬nmam¬̧st¬r.
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