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Silahlanma Yarisi

Silahlanma Yarisi

A ve B iilkeleri baris istemektedir. Saldirgan olmayacaklar fakat kendilerine
yonelik bir saldiri durumunda da sessiz kalmayacaklardir. Boylece
"kendini korumaya" inanmaktadirlar. Bu nedenle bir orduya sahiptirler
ve silah biriktirme ve gelistirmeleri tamamen savunma amachdir. A
tlkesinin silahlanma hareketleri B iilkesinin géziinden kagmaz. A iilkesinin
liderleri siirekli olarak baris¢il amacli olduklarini sdylemelerine ragmen, bu
tulkenin silahlar B ilkesini yok etmek icin de kullanilabilir. Bu nedenle B
tilkesi de saglam bir savunma icin silahlanir. B nin silah harcamalarn A nin
goziinden kacmaz ve ayni nedenlerle A iilkesi savunma kuvvetlerini
genisletir. Boylece (barisgil) bir silahlanma déngiisii baslamis olur.
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| Basit model |

A ve B iilkelerinin standart bir para birimine gore yillik silahlanma
harcamalari sirasi ile x ve y olsun. Matematiksel olarak, a ve b pozitif
sabitler olmak iizere,

dx
= — 1
il (1)
dy
— =b 2
i (2)
dir. Iki iilkenin baslangic harcamalari
x(0) =x0, y(0) =0 (3)

olsun. x'(t) > 0 ve x"(t) = ay'(t) = abx > 0 olup, x = x(t) nin
grafiginin dis biikey olmasi demektir. Benzer bir sonug¢ y(t) icin de

gecerlidir.

o 9 z = = 9ac




dy  bx
dx ay
den
aydy = bxdx
SN
bx* —ay? = ¢
Baslangi¢c kosulunu uygularsak, ¢ = bxg — uyg olup, boylece y = %x
asimptotlu

bx? —ay?® = bxg — ayg

hiperboliinii elde ederiz.
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Sekil: Basit bir silahlanma yarisi.




Problemi Laplace doniisiimii kullanarak ¢ozersek;

x(t) = xo cosh Vabt + v/a/byy sinh V abt

y(t) = V' b/axpsinh Vabt + y cosh Vabt

bulunur.
lim x(t) = o0 = lim y(t)

t—o0 t—o0

ve
b —ay? = b (cosh2 Vabt — sinh? \/ﬂbt)
Fayp <sinh2 Vabt — cosh? \/abt)

2

= bg —ay

oldugu ¢éziimden de goriilebilir.




Silahlanma Yarisi Gelistirilmis model

Gelistirilmis model

X'(t) = —mx+ay+r, (4)
y'(t) = bx—ny+s (5)

Burada, r ve s sabitler olup, r > 0 (s > 0) in anlami A(B) iilkesi, B(A)
iilkesine karsi diismanlik besliyor demektir. r < 0 (s < 0) ise bir iyi niyetin
var oldugunu ve bdylece silah bagimhliginin azaldigini gosterir.

Bu sistem ayni zamanda (x, y)— diizleminde bir parcacigin hareket
denklemi olarak da dusiiniilebilir. (4) ve (5), par¢acigin sirasi ile x ve y
dogrultusundaki hizlarini verir. Béylece, x'(t) > 0 (< 0), parcacigin saga
(sola) dogru hareket etmesi demektir. Benzer sekilde y'(t) > 0 (< 0) da,
parcacigin yukar (asagl) dogru hareket etmesi anlamina gelir. Sistemin
¢ézmeksizin, silah harcamalarinin sonucta bir x'(t) = 0 = y'(t) denge o,
durumuna gelecegini gérmek miimkin madiir? Mg )=
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(4) ve (5) den

—mx+ay = -—r + L dogrusu (©)
bx —ny = —s : L" dogrusu (")
. "
. ¥
) L
-rla
x//rfm x ] i ! :
-r}ra:
r=0 red
. dx

Sekil: L:y = f1x— ¢ dogrusu. L boyunca f =0

=] (=) =




A &
y ¥
L* L*
Z5ib R sl T i -
g=0 g=<0

Sekil: L*:y = %x—l—% dogrusu. L* boyunca %% =0
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Silahlanma Yarisi Gelistirilmis model

Eger herhangi bir zamanda A ve B iilkelerinin sirasi ile x; ve y;
harcamalari L dogrusu iizerinde ise, bu durumda X/(t)|(><1,y1) = 0 olur.
Fakat, y'(t)|(,, ,,) # 0 olabilir. Béylece, bu zamanda, harcama diizeyi L
tzerinde olmayan bir noktaya dogru asagi veya yukari dogru hareket
edebilir. L dogrusuna A nin optimal dogrusu denir. A nin, harcamalarini
optimal dogrusuna yaklastirmak icin siirekli degistigi goriilecektir. t — co
icin {ic olasilik vardir:

(i) Sonsuz silahlanma: x — co, y — oo.
(i) Karsilkli silahsizlanma: x — 0, y — 0.
(iii) Dengeli silahlanma yarisi: (x,y) — (x*, y").

Burada, (x*, y*) denge noktasi olarak adlandinlip, L ve L* dogrularinin
kesim noktasidir.
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N LN Gelstirlmis model
Eger mn —ab # 0 ise (6)-(7) sistemini ¢ozersek

«  nr+as «  br+ms
mn —ab’ y = mn — ab
elde ederiz.
1 Il
@)
.'-'/ |-
~ / v
x
/1

Sekil: Denge noktasi.




(x1,y1) & L ve (x2,y1) € L olsun.

X/}(le)’l) = —mxi+ayn—+r (8)
0 = —mxo+ay+r (9)
olup, buradan
X gy = M2 = x1)

elde edilir. Boylece optimal dogru L nin iizerinde x’ > 0 ve altinda ise
x" < 0 olup, A harcamalarini optimal dogruya dogru ayarlar.
4

¥ — L

Sekil: A harcamalarini L ye yaklasacak sekilde ayarlar. L iizerinde x== 0 dir.o ¢




Benzer sekilde B harcamalarini optimal L* dogrusuna dogru ayarlar.

&
¥ l I*
y=n T
l T yo=0
=
x

Sekil: B harcamalarini L* a yaklasacak sekilde ayarlar. L* iizerinde y’ = 0 dir.




Silahlanma Yarisi Gelistirilmis model

Durum 1. Karsilikli diismanlk: r > 0, s > 0.
Eger mn — ab # 0 ise denge noktasi birinci veya iiciincii kuadranttadir.
mn — ab > 0 ise asagidaki sonuclar elde ederiz:

.'l'-

L/
¥ I / I
Bélge | drfde | dvidt r) f;-" ‘_J,
I <0 <0 ///L;
i =) =()
il =() =() IV
N ]:I:[ L:I.r (—T

<[] =0

.
-

X

Sekil: Optimal dogru I. kuadranti dort bolgeye ayirir. Oklar her bir bolgede diisey
ve yatay dogrultudaki hareketi géstermektedir. Bu dengeli silahlanma durumudJu

Kz,
o )
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mn —ab < 0 ise, (xp, yo) nerede olursa olsun, sistemin hareketi
harcamalar Il. bolgeye tasir.

Balge | dxide | dyidi
I =() <)
I =) =0)
T = =0

Sekil: Sonsuz silahlanma. Diismanlik terimleri r > 0,s > 0.

o = E E T 9ace

)




Silahlanma Yarisi Gelistirilmis model

Durum 2. lyi niyet: r <0, s < 0.
Eger (x*, y*) birinci kuadrantta ise, mn —ab < 0 (a, b, m, n>0) dir.

Bu durumda asagidaki sonuclar elde edilir:

y 1_’ L{_

Ttrnsing
salafilanma

h.

Bélge | dxidt | dvids
i =0 =0 n _—1
IT =0 <0 -""-f-- Il'II 4—T
m | <0 | =<0 m |/
i <() =0 [
FI

\-| Kargilikh zilabeizlanma

Sekil: Belirsiz durum. mn — ab < 0. Diismanlik terimleri s < 0, r < 0. Baslan§|g,
harcamalari 6nemli bir rol oynar. )

N &
YT o
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Eger (x*, y*) ugiincii kuadrantta ise, baslangi¢ noktasindan bagimsiz
olarak karsilikli silahsizlanma olusur.

Bolge | dnidt | dyidt
I =0 =
il <[] <[
il =0 =0

N




| Bir belirsiz durum |

Belirsiz durumun analizi i¢in asagidaki 6rnegi géz 6niine alalim:

dx
= = 2 - 1
o x+y—5 (10)
dy
- = —2y — 12 11
o 6x — 2y (11)

(a=1 m=2 r=-5 b=6 n=2 s=-12), r<0Oves<0
oldugundan ve mn —ab = 4 — 6 < 0 oldugundan, belirsiz durum olusur.
Optimal dogrular

L : —2x+y=5
L* : 6x—2y=12

olup, (x*, y*) = (11,27) denge noktasinda kesisirler.

(=] = = =



Sekil: Belirsiz durum




Baslangi¢ noktasi (xo, yo) = (15,15) olsun. (10) ve (11) den

dx dy
dt ‘(15,15) <0Ove G (15.15)

noktasinin bulundugu yeri belirler.(15, 15) noktasi IV. bélgede olup durum
belirsizdir. Simdi bir / dogrusunun egimini bulalim dyle ki (x,y) € /
olmasi icin gerek ve yeter kosul (x, y) noktasindaki egim, (x,y) den

(x*, y*) noktasina olan dogrunun egimine esittir. Boylece

> 0 dir. Tdrevlerin isaretleri baslangic

dy 6x—2y—12 27—y
dx —2x+y—-5 11—x

olur. Diizenleme yapilirsa
y? — 54y —3(2x*> —44x — 1) =0

ve Il. ve IV. bolgeden gecen dogru y = 27 — 1/6(x — 11) bulunur.

{*/‘i
L

i

u]
&)

I

il
it
S
0
i)



x = 15 alirsak y = — 15y/6 + 27 + 111/6 = 17.20 olup, béylece (15,15)
noktasi dogrunun altinda kalir. O halde hareket dogrultusu denge
noktasinin altindadir. Son hareket, harcamalari Il. bdlgeye tasir ve sonucta
karsilikli silahsizlanma olusur.

x(_)y(-) 25“// T~

20T
15

1071

Sekil: Silahsizlanma. Baslangi¢ harcamasi x(0) = y(0) = 15

ONIVZ
A
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T B belivsiziduram
x = 17 olsun. Bu durumda y = 27 — 6+/6 ~ 12.30 olup, bu ise (17, 15)
noktasinin dogrunun yukarisinda kalmasi demektir. Boylece sonsuz
silahlanma olusur.

X Y(--) a00-

T
-

200 T

0+

Sekil: Sonsuz silahlanma. Baslangi¢ harcamasi x(0) = 17, y(0) = 15

o 9 z = = 9ac




x =10 olsun. y = 27 + /6 = 29.44948974 olup, boylece baslangic
noktasi dogru tizerindedir.

0T
(), x(--) \_
5T
0+
151
R
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(=] = = =




dx

Z = ~5

pm X+ y

dy

— = 6x—2y—12

dt T
x(0) = 15=y(0)

sistemine Laplace doniisiimii uygulanirsa,

12
X(t) = de 2t cosh V6t — ——e 2t sinh /6t + 11

V6

24
y(t) = —12e 2t cosh V6t + ——e 2t sinh V6t + 27

V6

olup, t — oo icin (x(t), y(t)) — (0,0) oldugundan silahlanma
harcamalari sonucta sifira yaklasir.




’ Birinci Diinya Savasi

Simdi (4) ve (5) ile verilen gelistirilmis modeli géz 6niine alalim ve
Fransa-Rusya grubu ile Almanya - Avusturya-Macaristan grubunun
karsilikhi korku ve yiiksek biitce harcama etkilerinin ayni oldugunu kabul
edelim. Matematiksel model olarak,

X'(t) = —mx+ay+r, (12)
y'(t) = bx—ny+s (13)

denklem sistemine sahibiz. (12)+(13) den,

d

Fxry)=@—m)x+y)+r+s (14)
elde edilir. Boylece toplam silahlanma harcamalari degisim orani

jt (x+y) nin toplam silah harcamalari x + y ye gére grafigini azersgﬁ%
bir dogru elde ederiz. QMJ/

=] =) = = £ DA



YIL 1909 1910 1911 1¢12 1913
Fransa 48.6 50.9 57.1 63.2 74.7
Rusya 66.7 68.5 70.7 81.8 92.9
Almanya 63.1 62.0 62.0 63.2 95.4
Avu.-Mac. | 20.8 23.4 23.4 25.5 26.9
Toplam |[ 199.2 204.8 214.9 238.7 289.9
Arlig 5.6 10.1 23.8 50.3
2 Yilhk Ort. 202. 209.8 226.8 263.8
Tablo 1. Silahlanma Biitceleri ( milyon sterlin)
=) = =




Artis

((d{x+y)Mdy))=1.37 (x+y)+194.63

1912-1913

1911-1912

1910-1911
1909-1910
0 t t t {

I 1 'l I 1 1
180 190 200 210 220 230 240 250 260 270 280
oplam

Sekil: Artis: d(x + y)/dt, Toplam: (x+y)




Silahlanma Yarisi Birinci Diinya Savasi

Yukaridaki sekilden goriilmektedir ki, dort nokta 0.73 egimli bir dogruya
yaklasmaktadir. (14) den 2 — m = 0.73 olur. Eger m = 0.2 ise a = 0.93
dir. a = b ve m = n oldugundan

mn—ab =0.04 —0.86 = —0.82 <0

bulunur. Eger, r < 0 ve s < 0 ise, bu durumda belirsiz durum olusur.
Eger, r > 0 ve s > 0 ise sonsuz silahlanma olusur

Sekildeki dogru x-eksenini 194 noktasinda kesmektedir. Boylece, eger
harcama diizeyi 194 milyon Sterlin olsa idi, bu durumda harcamalarda artis
olmazdi. Fakat 1909 yilindaki toplam harcama 199.2 milyon Sterlin idi ve
boylece silahlanma yarisinin baslamasi ve bunun sonucu olarak savasin
cikmasi kaginilmaz idi. Dikkat edilirse burada savasa girecek olan diger
tilkelerin harcamalari g6z 6niine bile alinmamistir.
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