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0 KTarModeli
iki Tiir Modeli

P1 ve P niifuslu, iki tiirden olusan kiiciik bir ekosistem g6z dniine alalim.
Her bir tiiriin degisim oraninin sadece tiirlerin niifusuna bagimh oldugunu
kabul edelim. O halde, matematiksel modelimiz

% = g(P1, P2) (1)
% = f(P1,P) (2)

seklindedir.

Genel olarak bir tiiriin etkisi, diger tiiriin niifusunu artirmak veya azaltmak

seklindedir. Boylece iki tiir arasinda tg tip etkilesim olusur.
e +— (—+) av-avcr; Bir tiir digerinin niifusunu azaltiyor.
e ++ (ortaklik); Her iki tiir birbirinin niifusunu artiryor.
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e —— (yanisma);Her iki tiir de ayni yiyecek kaynagini kullaniyor. @
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Iki tiir igin verilen (1)-(2) modelinde, eger hic bir tiiriin dis gocii yoksa bu
durumda
g(0,P,) =0ve f(P1,0) =0

olur. (1)-(2) sisteminin faz diizlem denklemi,

dP, _ f(P1, P,)

P, ~ g(P Py) ¥

iki-niifus ekosisteminin fazlari olarak adlandirilir. Bu denklemin céziimii
nifuslarin yoriingelerini verir.
g(P1, Py) ve f(Py1, Py) zamana acik olarak bagli olmadiklarindan, verilen
model otonomdur. Niifuslarin etkilesimini calismak icin ya (1)-(2) sistemini
ya da (3) denklemini analiz etmek gerekir. Cogu zaman her ikisinin de agik
bir ¢oziimiinii bulmak miimkiin degildir.
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iki Tiir Modeli - Kararhlik

Denge niifusu-her iki niifusun da zamanla degismedigi niifus.
(dogum sayisi=6liim sayisi)
(P1e, P2e) bir denge niifusu ise

f(P1e1P2e) =0 (4)

g(P1e, P2e) =0 (5)
demektir. Denge durumunda, dP,/dP; belirsizdir. Boylece, (Pie, Pae)
noktasi faz diizlem denkleminin bir aykiri (tekil) noktasidir.

@ Denge noktasi (niifusu) kararlh midir?

@ Eger her iki niifus da denge niifuslarina yakin ise, zaman icinde ne

olur?
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Kararllhk analizi: 0 < [e| < 1 igin

Pl(t) = P13+8P11(t)
PQ(t) = P29+8P21(t)

yi (1)-(2) sisteminde yerlerine yazip, Taylor aciliminda e? li terimleri
atarsak

dP11(t)  0g(Pre, P2e) 9g(P1e, P2e)
i~ am ulT T Pal (6)
dP2]_(t) - 8f(Ple, P2e) af(Ple, Pge)
e A T O
[m] = = =




(6)-(7) sistemi birinci basamaktan bir lineer denklem sistemidir ve ¢dziimii
denge noktasi komsulugunda tiirlerin davranisini verir. Bu denklem
sistemini matris formunda

dP
P
dt J

seklinde de yazabiliriz. Burada J

3g(P1e,P2e) 3g(P1e,P2e)
JPy oP;

J =
af_('Dle.P2e) af(PleyP2e)
P P>

olup, sistemin Jakobiyen matrisidir.
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Sistem (6)-(7) daha basit bir gésterimle

d
= = ax+by (8)
d
d_}t/ = o +dy (9)

veya matris formda

(§)-%-=-[23]C)

seklinde yazilabilir. Burada, a, b, ¢, d sabitler x ve y de denge noktasindan
sapma olarak alinabilir.
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¢ = 0 ise (9) denklemi ¢oziilebilir olup, ¢éziimii
y(t) = kie?t, (ki sabit)

ve

k
koett 4 db—la et d+4a

x(t) = (ko sabit)
koe®t + kibte"t, d =a




c # 0 ise, (9) denkleminde tiirev alarak,

d2y

d
W—(a—kd)d—{—l—(ad—bc)y:O (10)

sabit katsayili denklemi elde edilir ki karakteristik denklemi
r*—(a+d)r+ (ad — bc) =0

veya
r? —iz(J)r+det(J) =0

dX
olup, dikkat edilirse bu denklem — = JX sisteminde J matrisinin
karakteristik denklemidir. Kokleri ise

. a+d=+/(a+d)2—4(ad — bc)
12 =
’ 2

olup J nin 6zdegerlerini verir.
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Durum 1. r; ve r; reel ve r; # 1.
(10) denkleminin genel ¢oziimii

y(t) = kse"" + kye™*, (ks, ky isteksel sabitler) (11)
olup, (9) esitliginden,

ks(rn — d ke(rr — d
x(t) = _3(r1C Jent 4 —4(r2c ) et (12)

elde edilir. O halde (11) ve (12), t — oo igin

(0, 0), (rl, r < 0)
(x(t),y()) — { xy—de bir nokta, (bir kek < 0, diger kek = 0)




Durum 2. n = n.

y(t) = kse"' + kyte™', (ks, kq isteksel sabitler) (13)

(14)

X(t) _ k3(r1 — d) ot n k4(1 +nt— dt) ot
c c
elde edilir. Boylece, t — oo icin

(x(t),y(t)) — { gg,(?a)'bir(nrclnkfa,o) (n=0)

olur.




Durum 3. Kompleks eslenik kokler: ri = a +ip, n =a —ip.

y(t) = kse"* cos Bt + kye** sin Bt (15)
x(t) = k3jM (a cos Bt — Bsin Bt — d cos Bt)
+k4e’” (asin Bt + B cos Bt — d'sin Bt) (16)

bulunur. t — oo igin

(x(t),y(t)) — (0,0), (« <0)

elde edilir.




Iki Tiir Modeli  Kararlilik

Yukaridaki durumlari géz 6niine alarak asagidaki sonuclari elde ederiz:

Bir denge ¢oziimii,

(i) kararhdir eger her iki kokiin reel kisimlari negatif ise,

(i) etkisiz kararhidir (yani ¢6ziim t — oo icin bir denge
noktasina yaklasmaz), eger her iki kok sifir degilse, ve bir
kokiin reel kismi sifir ve digeri kiiciik veya esit sifir ise
(Durum 1 ve 3),

(iii) cebirsel kararsizdir (yani ¢6ziim t nin bir cebirsel kuvveti ile
biiyiir) eger her iki kok de sifir ise (Durum 2, dengenin etkisiz
kararli oldugu 2 = b = ¢ = d = 0 harig),

(iv) kararsizdir eger bir kokiin reel kismi pozitif ise.
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Bu veriler 1siginda asagidaki tabloyu olusturabiliriz:

L a+d+/(a+d)?—4(ad — bc)

2

ifadesinde p =a +d, g = ad — bc, /\ = p?> — 4q olsun.

| DURUM | KOKLER | KARARLILIK |
. A>0 Reel ve farkli
A.lg>0 ayni isaret
(a) p> 0 | her ikisi de + | Kararsiz
(b) p < 0| her ikisi de — | Kararli
B. ¢g=0 bir kok sifir
(a) p >0 | diger kdk + | Kararsiz
(b) p < 0| diger kok — | Etkisiz kararli
C.lg<o0 zit isaretler Kararsiz
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. | A=0 Reel ve esit
A |p>0 her ikisi de + Kararsiz
B.|p=0
| (a) en az bir
a,b,c,d # 0 | her ikisi de sifir | Cebirsel kararsiz
(b) a,b,c,d =0 | her ikisi de sifir | Etkisiz kararl
C|lp<oO her ikisi de — Kararli
[l | A <0 Karmasik eslenik
A | p>0 reel kissm + Kararsiz
B.| p= reel kisim sifir Etkisiz kararh
Clp<oO reel kisim — Kararh
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Iki Tiir Modeli  Kararlilik

Eger a, b, ¢, d dlciimlerinde kiiciik hatalar var ise ve bunlar p, g, A
hesaplamalarinda da kiiciik hatalar doguruyorsa, bu durumda yukaridaki
durumlar degisimle karsi karsiya kalir. Olciimlerdeki kiiciik hatalarin
degisime yol agmadigi durumlara temel durumlar denir. Buna gére, I(A),
[(C), NI(A) ve II(C) durumlari temel durumlardir. Diger durumlar ise simir
durumlan olarak adlandirilir. Esit isareti iceren herhangi bir durum sinir
durumudur.

Temel durumlarda lineer sistemin davranisi (en azindan denge ¢oziimii
komsulugunda) lineer olmayan sisteme duyarli bir yaklasimdir. Dahasi,

lineer olmayan bir sistem icin bir sinir denge niifusunun kararlihgi, onun
lineerlestirilmisi ile aymidir (I1I(B): A < 0, p = 0 durumu hari¢ ki bu sinir
durumu, kararlilik bolgesini kararsizlik bélgesinden ayirir).  Tiim siir
durumlari icin faz diizlem analizi ile birlikte bu sinir durumunun
kararliliginda; denge noktasinin yakin komsulugunda duyarli bir yaklasim
elde etmek icin lineerlestirme isleminde g6z ardi edilen bazi lineer olmayan
terimler gerekli olabilir. Bunun icin genellikle Taylor serisindeki ikinci g5,
derece terimleri eklemek yeterlidir. N
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Iki Tiir Modeli  Faz Diizlemi

iki Tiir Modeli — Faz Diizlemi

(8)-(9) sisteminin faz diizlem denklemi

Q_ cx + dy

= 17
dx  ax—+ by (17)

olup, zamana acik olarak bagh degildir. Bir yériinge boyunca niifusun
nasil degistigini belirlemek icin, zamana bagl denklemde degisim y6niinii
gosteren ok isaretleri kullanacagiz. Faz diizlem denklemi kendi basina
kararlihg veya kararsizhg belirleyemez. t zamanini —t ile degistirmek bir
kararli denge noktasini kararsiz bir denge noktasina doniistiirebilir fakat faz
diizlem denklemi ayni kalir. Ornegin coziimdeki e ' tipi bir terim e’ ye
doniisiir fakat faz diizlem denklemi degismez. Kararliligin belirlenmesinde
zamana bagli denklemin kullanilmasi zorunlulugunu géstermek icin
asagidaki ornek yeterli olacaktir.
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Asagidaki iki sistemi g&z 6niine alalim.
dx dy
— = X, — = -
dt Y

dx dy
{a =T g

dt

(18)
=2y ;  x(0) =xo, y(0) =yo}- (19)
Ik sistemin ¢oziimii {x = xgef, y = ype'}, ve ikinci sistemin ¢oziimii ise

{x=x0e 2", y = ype 2"} dir. Boylece (18) sistemi kararsiz, ve (19)
sistemi kararlidir. Fakat her iki sistemin faz diizlem denklemleri ayni olup,

dy _
dir.

_Y
dx x

=)

v
=] (=)
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Eger a, b, ¢, d sabitlerinin hepsinin birden isaretlerini degistirirsek, faz
diizlem denklemi degismez kalir. p=a+d, g =ad — bc ve

A\ = p? — 4q oldugundan, bu durumda sadece p nin isareti degisir.
Boylece, eger faz diizlem denklemini g6z &niine alirsak, p > 0 ve p < 0
durumlarini ayr ayri incelemek gerekmez. Ters dogrultudaki hareketi
gosteren oklar kullanmak yeterli olur. Simdi asagidaki temel durumlarn g6z
ontine alalim:

[(A): A >0, g>01(C): A >0 g<0;llI(A): A <0, p>0; I(C) :
A < 0, p < 0. Yukaridaki agiklamalara gore son iki durum A < 0, p #0
durumu olarak disiiniilebilir.
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N N Ul Foz Dizlemi
I(A) : A >0, g > 0 durumu.
Kokler farkli ve reeldir. p > 0 iken kokler pozitiftir. p < 0 iken kokler
negatiftir. Genelligi bozmaksizin ¢ # 0 kabul edelim.

k —d k —d
X(t) _ 3([’1 )erlt + 4([’2 )ergt (20)
c c
y(t) = ket + kge! (21)
dir. n >r (n>n >0veya0>r, > r) olsun. Basit yoriingeler
k3 = 0 ise J
n—- r _
x(t) =k c et | _ x_n d (22)
y(t) = kge™t y ¢
ks = 0 ise,
L n—d —d
x(t) = kgTel _.X_n
y(t) = kzet y ¢

olur. -



=l

x
Kararsiz // Kararli

Sekil: Her iki egim de pozitif kabul edilmistir.

Zamana bagh coziimler gostermektedir ki bu yoriingeler ya orjinden
uzaklasmaktadir (kararsiz durum, her iki kok de pozitif), ya da orjine dogru
yaklasmaktadir (kararli durum, her iki kok de negatif). s
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Diger yoriingeleri ¢izmek i¢in x(t) ve y(t) nin t — 400 iken asimptotik
davranisini inceleyelim: r» > r; oldugundan

X — ky . derﬂ — { oo her iki kok pozitif

t — oo iken ¢ 0 negatif

+oo ..., pozitif
nt
y — kge — { 0 her iki kok negatif
_d .
x = kgl Zent { O per iki kok Po=tf
c +o0 negatif

t — —oo iken
nt

K pozitif

0 I
y — kse — { Teo her iki ko negatif

u]
&)
1l
{1
thit




Boylece x ve y sonsuza giderken yoriingeler de

rg—d
=4 ,, C g heriki kok

pozitif

X
y negatif

C

dogrusal yoriingelerinden birine paralel hareket ederler. Yoriingeler orjine
yaklasirken, dogrusal yoriingelere teget olarak yaklasirlar:

rn — d
X c .., negatif
y — n<d her iki kok pozitif
c
(=] = = =




Bazi tipik yoriingeler Sekilde verilmistir.

¥

Sekil: Nod: Tipik yoriingeler.

Bu tiir durumdaki denge noktasina, yoriingeler sifira gidiyorsa bir karar

nod; yoriingeler sifirdan uzaklasiyorsa, bir kararsiz nod denir.
(=] = = =
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I(C) : A >0, g <0 durumu.
Kokler zit isarettedir. ¢ # 0 ise

X(t) — Meﬁt + k4(r2c_ d) er2t

Y(t) = ket + kye™

rn <0< rmolsun. k3 =0 ise

X(t)=k4r2:der2t :izm_d
y(t) — k4er2t y 9
ka = 0 icin
X(t):k3r1:dent :i:rl_d
y(t) — k3er1t y (9
(=] = = =




Y (k, = 0.k, > 0)
(e =0,k >0)
o
= x
g n—d
i e 5y
ry—d
X
(e =0,k <0)
(k, = 0.k, <0)

Sekil: Bazi 6nemli yoriingeler.
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~ [lkiTurModeli FazDazlemi
Diger yoriingeler (ks # 0 ve ks #0) 1 <0 < ry igin

FQ—CI' r1—d

erlt

t — oo iken { x — ka

e t — —oo iken x = ks
y — k4er2t

y — ksentt

24

(g = 0.4 >0}
e, =0,k =0}
= c x
i h i
= = x
& r—d
x
by, ky =0
(g =04 <0)
=0l




f

&

=

2

Sekil: Bir semer noktasi komsulugunda yériingeler

Bu tip bir denge noktasi bir semer noktasi olarak adlandirilir.
noktadan uzaklasmaktadirlar

Bu b|r

=

kararsiz denge noktasidir, ciinkii bu nokta komsulugundakl ¢cogu yorun }/
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Iki Tiir Modeli  Faz Diizlemi

Faz diizlem denklemini hemen ¢izmek icin en 6nemli egriler dogrusal
yoriingelerdir ki bunlar denge noktasini kesen tek yo6riingeler olup, bu
tiirden tiim dogrusal yoriingeleri belirlemek icin kolay bir yol, faz diizlem
denkleminde y = mx déniisiimii yapmaktir. Bdylece,

dy ox+dy c+dm

m= dx ax-+by a-+bm

veya bm? + (a — d)m — ¢ = 0 olup, buradan

_ —d)2
m:d aj:\/(;zb d)? 4+ 4bc (24)

elde edilir ki bunun y/x = ¢/(r — d) ye denk oldugu gosterilebilir.
Bagimsiz degisken t ye gore, lizerinde ¢éziimiin egiminin sabit oldugu bir
egriye bir esybnlii denir. Dogrusal yoriingeleri ve basit esyonliileri ( ki
bunlar iizerinde dy/dx = 0 ve dy/dx = oo dur) bilmek, drnegin bir sen}gﬁ%
noktali faz diizlem denklemini kolayca ¢izmemizi miimkiin kilar.

%
5
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N N Ul Foz Dizlemi
{% =x-—y, % = —2x — 2y} sistemini g6z 6niine alalim.
p=a+d=—-1qg=ad —bc=—4, A\ =p?>—4q =17 olup, /A > 0 ve
g < 0 oldugundan semer noktasi vardir. Faz diizlem denklemi

dy _ —2(x+y)
dx  x—y
oldugundan esyonliiler: x — y = 0 ve x + y = 0 dogrulandir

x+w=0 Y ﬂé x—y=10

= *

Sekil: Esyonliiler (oklar zamana bagli denklemden alinmistir).
AR 907
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y = mx dogrusal yoriingelerinin egimleri (24) den

—3:|:\/
= 3.56 veya — 0.56

olup, basit y6riingeler y = 3.56x ve y = —0.56x dir. Boylece, asagidaki
grafigi cizebiliriz.

Sekil: Bir semer noktasi komsulugunda yériingeler (ba5|t esyonluler ve dogrusm@
Sriingeler temel alinmistir). & DC




Il (A) ve (C) : A <0, p# 0 durumu.
Kokler karmasik esleniktir. p > 0 ise reel kisim pozitif, p < 0 ise reel
kisim negatiftir. 6 = arctan(y/x) oldugundan,

U S N T
dt 14 (y/x)?dt \x x2 +y2 x2
x(ex + dy) — y(ax + by)

X2 _|_y2
ve diizenlenirse,
df o+ (d—a)xy — by?
dt x2 + y?

elde edilir.




df/dt # 0 dir; aksi halde cx? + (d — a)xy — by? = 0 olup, buradan

x a—d+./(d—a)?+4bc
N 2c

y

bulunur. Kokler karmasik oldugundan,

A = (a+d)?> —4(ad — bc) = a®> —2ad + d*> + 4bc = (a — d)? +4bc < 0
dir. Bu ise x ve y nin reel olmasi ile celisir. O halde ya df/dt > 0 veya
df/dt < 0 olmalidir. d6/dt nin hep ayni isarete sahip olmasi, 6(t) nin ya
hep azalmasi ya da hep artmasi demektir. Bu durumda, ¢6ziim ya
orjinden disa dogru ya da orjine dogru bir spiral cizer.

/A < 0 oldugundan b ve c zit isaretlere sahiptir. 6 nin artmasini veya
azalmasini bilmemiz, yoriingeleri cizmemiz igin yeterli degildir. Faz diizlem
yoriingelerini cizmek icin cx + dy = 0 ve ax 4 by = 0 basit esyonliilerini

kullanabiliriz.
T
(=] = = = = a



_ >y _
{dt = ax + by, g bx+ay}

sistemini géz 6niine alalm. p = 2a, g = a® + b?, /A = —4b> < 0 olur.
Boylece, iki duruma sahibiz:

a > 0icin III(A) kararsiz durumu,
a < 0icin INI(C) kararli durumu.

(25) denkleminden
o —b(x>+y?)

G- ey~ (26)

olup, boylece eger b < 0 ise 0(t) artan, ve eger b > 0 ise 0(t) azalandir.

[m] = = =
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r = ke
elde edilir.

dy  —bx+ay
dx  ax+ by

faz diizlem denklemini g6z 6niine alalim. Denklem homogen bir denklem
olup, y/x = v doniisiimii yapilirsa,

4 t
—arctan v
b

= —lIn [x(1+v2)1/2]+c
= —%9—C2|n(X2—|—y2)1/2

= +y2)1/2 — o i0—c
veya

a
EG

k>0

(27)

v
=] (=)
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a # 0 icin (27) denklemi listel spiral olarak adlandirilir. Eger a = 0 ise
r = k cemberi elde edilir. Bu durumda karakteristik kékler £ib olup, x ve
v, dairesel b frekansli, zamana gére basit harmonik hareketi temsil eder.
Eger a/b < 0 ise, 0 artarken r de artar.

Sekil: Sol yénlii spiral.
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Eger a/b > 0 ise, 0 artarken r azalr.

¥

N

Sekil: Sag yonlii spiral.




Zamana bagli denklemi coziimiin gecici hesabi icin kullanabiliriz. Ornegin,
x = 0 da dx/dt = by dir. Boylece, x = 0 da by < 0 ise x azalir ve
by > 0 ise x artar.

A2 7N

NTARN: /A

fa) . Kavarses spival {bi . Karart spival

=28~
==

il
b

Sekil: Spiral yoriinge.




Iki Tiir Modeli  Faz Diizlemi

Bu ve 6nceki kesimi asagidaki gibi 6zetleyebiliriz:

@ Eger Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri (karakteristik denkleminin

kokleri) negatif ise veya negatif reel kisima sahipse bu durumda (0, 0)

noktasi asimptotik kararhdir (lim; .. (x(t),y(t) = (0,0)).
@ Eger, Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri pozitif degilse veya pozitif

olmayan reel kisima sahipse bu durumda (0, 0) noktasi kararhdir.

@ Eger, Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri pozitif ise veya pozitif reel
kisima sahipse bu durumda (0, 0) noktasi kararsizdir.

Boylece
—(a+d)r+ (ad — bc) = r? —iz(J)r +det(J) =0

karakteristik denklemine Routh-Hurwitz kriterini (6zdegerler karmasik
diizlemin sol yaninda kalirlar ancak ve ancak karakteristik denklemin
katsayilari pozitiftir) uygulayarak kararliligi belirleyebiliriz:
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@ (0,0) noktasi asimptotik kararlidir ancak ve ancak iz(J) < 0 ve
det(J) > 0.

@ (0,0) noktasi kararlidir ancak ve ancak iz(J) < 0 ve det(J) > 0.
@ (0,0) noktasi kararsizdir ancak ve ancak iz(J) > 0 ve det(J) < 0.
Ayrica; (0,0) noktasi
@ diigiimdiir, eger ri, r» reel ve ayni isarete sahipse (r < rn <0
(diizgiin) veya 0 < r; < r» (diizgiin olmayan),
@ semerdir, eger 1, ) reel ve zit isarete sahipse ( 1 < 0),
O spiraldir, eger r1, rn karmasik ve reel kisim sifirdan farkl ise,

@ merkezdir, eger ri, r» karmasik ve reel kisim sifir ise.

[m] = = =
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Sekil bu ve 6nceki kesimi 6zetlemektedir.

®

pi=dg

Etkisiz kararl 6} i

=
Kararl E Karafsiz
=
nad 52 nod
{.chiy i) =
)
Etliziz kararl
Siur duriou
P
dx v
/ (/' o — {E—ax+by, E—cx+dy}

‘/) g =ad —be

2
Semer noktast L=p -dg




et .
| Iki Tiir Modeli - Orbitler

Simdi
dx
g—§ =g(x,y) (28)
dr f(x.y)

otonom sistemini géz oniine alalim. Burada f, g € C1(D) ve D de xy—
diizleminde bir bélgedir. (28) sistemi her zaman bir ¢6ziime sahiptir.
(x0, ¥0) € D olmak iizere, t = t; da

x(tg) = x0, y(to) = o (29)

baslangi¢ kosulu ile verilen (28)-(29) baslangi¢c deger probleminin t = t
noktasini iceren bir aralikta tek bir ¢oziimii vardir. ((28) sisteminin

¢oziimii olan ve {x = x(t), y = y(t)} parametrik denklemiyle verilen &=
egriye bir orbit (y6riinge) denir. =

o 9 z = = 9ac




Eger {x = x(t),y = y(t)}, (28) sisteminin bir ¢6ziimii ise, bu durumda
herhangi bir c sabiti icin

{a(t) =x(t+c), n(t) =y(t+o)}

fonksiyonlari da (28) sisteminin bir ¢éziimiidiir.

Bu teorem, orbitin baslangic zamanindan bagimsiz oldugunu sdylemektedir.
Bir sistemin ¢éziimii ile bir orbit arasindaki temel farki not etmekte yarar
vardir:  Bir orbit, parametrik olarak birden fazla ¢éziimle temsil edilebilen
bir egridir. Ornegin, {x(t), y(t)} ve {x(t+c),y(t+ c)} ciftleri farkl
coziimleri temsil ederler, fakat parametrik olarak ayni egriyi gosterirler.

Yani her iki c6ziimiin de orbiti aynidir.
¢ y /@

=] =) = = £ DA



x_ o d_
a7V dr

{x(t) =cost, y(t) =sint }

sistemi icin

ve
s , T
{x(t) = cos(t + ), y(t) =sin(t + §)}
ciftlerinin farkh iki ¢6ziim olduklari agiktir. Fakat her ikisi de ayni
X2y =1

orbitinin parametrik denklemidirler.




Veerilen bir (xy, yo) noktasindan gecen en fazla bir orbit vardir.

G {x(t), n(t)} ve G:{x(t), y2(t)} (x0,y0) noktasindan gegen
farkli iki orbit olsun. Céziimiin tekliginden dolayi bu iki orbit (xo, yo)
noktasindan iki farkli t; ve t, zamaninda gecmelidir. Yani,

(xa(t1), y1(t1) = (x0, to) = (x2(t2), y2(t2)) olmalidir. Onceki teoremden,

x(t) =x(t+(t— 1)), y(t) =y(t+(t—t))} (30)

de (28) sisteminin bir ¢6ziimiidiir.

x(ty) = x1(t1) = xo, y(t2) = y1(t1) = yo oldugundan, teklik nedeniyle
x(t) = x2(t), y(t) = yo(t) dir. Diger taraftan (30), {x1(t), y1(t)} ile
verilen orbitin yeniden parametrizasyonundan baska bir sey degildir. O
halde C; = G olmalidir.




(28) sisteminin bir (xc, yc) kritik (denge) noktasinda
g(xc,ye) = 0= f(xc, yc) olup,

d d

d—:=0:d—);<:)x:sabit,y:sabit
oldugundan kritik noktadan gecen bir y6riinge sadece bu noktayi icerir.
Kritik olmayan bir noktaya bir diizgiin (regiiler) nokta denir. Bir diizgiin
noktadan baslayan bir yoriinge; tiirevlerden en az biri sifirdan farkli
olacagindan, bu noktadan uzaklasir.
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Iki Tiir Modeli ~ Orbitler

Otonom bir sistemin yoriingesi asla kendini kesmez. Bunun nedeni,
dx/dt ve dy/dt bir noktada biitiiniiyle o noktanin koordinatlari ile belirlenir.
Eger yoriinge bu noktaya ileriki bir zamanda tekrar geri dénerse, dy /dx egimi bu
noktada iki farkl zamanda ayni olur. Boylece hareket dogrultusu her iki zamanda
da aynidir. Sonug: eger bir yériinge bir diizgiin noktada basliyorsa; yériinge asla
baslama noktasina dénmez, veya ayni noktaya déner ve ayni kapali egriden tekrar

! Q

Sekil: Eger yoriinge P de baslarsa, S ye ilk ulastiginda teget dogru pozitif egime,
ikinci defa ulastiginda ise negatif egime sahip olur. Bu egri bir otonom S|stemJQ =9
yoriingesi olamaz.

tekrar gecer.

=

‘n

5
it 80
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Bample
[y 2 —x x0) =1 ¥ =0}

sisteminin ydriingesini bulalim. Sistemden, dy/dx = —x/y olup, ¢dziimii
x2 4+ y? = c dir. Baslangic kosullarini kullanirsak ¢ = 1 buluruz. Béylece
sistemin yoriingesi x° 4+ y? = 1 cemberidir.




N SUUR Obitler

Eger bir yoriinge bir kritik noktadan baslamiyorsa, asla bir kritik noktaya
ulasamaz, fakat diizgiin bir noktada baslayip, kritik noktaya asimptotik
olarak yaklasabilir.

@ _
a a7

sisteminin kritik noktasi (0,0) dir ve

{x=y=0—c0o<t<oo}
coziimiine karsilik gelir. Bir baska ¢6ziim
{x(t)=e"=y(t), —c0<t< o0}
olup, bu ¢oziim de x, y > 0 bolgesinde y = x ydriingesini verir.

lim; o e " = 0 oldugundan, bu ydriingenin noktalari (0,0) kritik
noktasina asimptotik olarak yaklasirlar.

y
[ [t = = (€
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| Yarisma Modeli |

Farkli tiirlerin ayni yiyecek kaynagini paylastigi lojistik durumu iki tiir icin
gbzoniine alalim. Tirlerin niifusunu P; ve P, ile gosterirsek, lojistik model
olarak

dPl o P
@ —hlw)
dP2 P.
@~ Pl-w)

sistemini yazabiliriz. Bu denklemler birbirlerinden bagimsiz olup asimptotik
olarak P; — Kj ve P, — Kj dir. Eger P; niifusu K; den ve P, niifusu da
K> den ¢ok kiicuk ise bu durumda cevrede her iki tiir icin de yeterince
yiyecek kaynagi var olup, niifuslar r; ve r» oraninda ustel olarak biiyiirler.

ONIVE
n
g
=] = = = = DA



Eger tiirler yans halindelerse, bir tiiriin niifusunun biiyiimesi, diger tiiriin
yiyecek kaynaklarini azaltir. Bu nedenle modeli tiirlerin birbirlerine etkisini
de gbz 6niine alarak

P Py + aP
% = 1P (1— w>

] | (31)
P _ b (1_[3P1+P2)

dt 202 K>

seklinde yenileyebiliriz. Burada « ve 8 boyutsuz parametreler olup, bir
tiiriin diger tiiriin kaynagini kullanmasini modellemektedirler. Ornegin iki
tiir de ayni kaynaktan besleniyorlarsa ve 6rnegin birinci tiir digerinin iki kati
yiyecek tiiketiyorsa, bu durumda & = 1 ve 3 = 2 olur.
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Eger tiiketimin esit oldugunu varsayarsak, model

ﬂ=I‘1P1 1—P1+P2
Prpy (1 PLEP:
dt T K>

seklini alir. Genelligi bozmaksizin K1 > K, kabul edersek, denge niifuslar
(Pl, P2) = (0,0), (Pl, Pz) = (Kl,O) ve (Pl, P2) = (0, Kz) qur.




Sistemin kararhlik analizi igin;

P+ P P+ P
g(Pl,P2)=r1P1 1— 1+ 2 f(Pl,P2)=r2P2 1— 1+ 2
Ki K2

olup, (Pie, P2e) = (K1,0) icin

ag(Plev PZe) o _ ag(Ple: P2e)

4 Py = b P, -
ag(Plev P2e) ag(Ple, Pge)
— — d j— — _
C_—apl =0, d= 2P =n(l-K/K)
ve boylece

p = a+d=—-n+n(l-K/K) <D0,
q = —nn (1— Kl/Kz) > 0,
A = p2—4q=(r1—|—r2(1—K1/K2))2>0

olup, (Ki,0) noktasi kararhdir. Benzer islemle (0, K>) nin kararsiz oldug -

gosterilebilir. e
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Yarisma Modeli

Kararlilik analizini daha basit sekilde asagidaki gibi de yapabiliriz:

(P1, Py) = (Ki,¢) alahm. K; > K kabul ettigimiz igin (32) den P, < 0
olup, bunun anlami P> nin yokolmasidir. O halde (Kj,0) noktasi kararlidir.
Simdi (P1, P») = (g, K») alalim. Yine (32) den bu kez P > 0 olup, P;
niifusu artar. O halde (0, K,) kararsiz bir denge noktasidir.

Boylece, ayni cevreyi paysasan ve ayni oranda kaynak tiiketen tiirler ayni
anda varolamazlar ve daha biiyiik tasima kapasitesine sahip olan tiir diger
tiiriin yokolmasina neden olur. Bu durum tamamlayici dislama veya
biiyiik tasima kapasiteli tiir kazandigi icin K —ayiklanmasi olarak
adlandirlir. Aslinda bazi « ve B degerleri icin (31) modelinin, iki tiiriin
birlikte varolmasini saglayacak sekilde denge ¢éziimlerine sahip oldugu,
benzer kararlilik analizi ile gosterilebilir. iki tiiriin birlikte varolmasi icin bir
yeter kosul Ky < K1/« ve Ki < K/ olmasidir.
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