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| Av—Avci Modeli |

@ Ayni cevreyi paylasan iki veya daha ¢ok biyolojik niifus arasindaki
etkilesim: av—avai

@ Avcilar avlan yiyerek karnini doyurur. Avlar ise cevrede mevcut
bulunan daha baska yiyeceklerle karnini doyurur:

@ Vasak - tavsan: tavsanlar ormanda belirli bitkileri yerken, vasaklar
tavsanlari yer.

@ ilk deneysel calisma Kanada'da Hudson Bay firmasinin vasak ve
tavsan niifusunu incelemesi:

e Firma, vasak ve tavsan niifusunu dlgmek icin tuzak kurarak, tuzaga
yakalananlarin yillik sayilarini kaydetmistir. Veriler, ilgin¢ bir sekilde,

niifusta bir periyodik degisimin oldugunu gostermistir. o
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Sekil: Kanada'da vahsi kedi ve tavsan niifuslarinda gézlemlenen salinimlar.
(Veriler E.P. Odum’un Fundamentals of Ecology, 1953 kitabindan alinmistir)
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Av-Avci Modeli

Klasik av—avci matematiksel modeli, italyan Matematikgci Vito Volterra
(1860 — 1940) tarafindan gelistirilmistir (1920 li yillarda, Adriyatik
Denizinde, képek bahgi ve yedikleri balik niifusunda goézlenen dongiisel
degisimlerin analizi).

Turler arasindaki iliskiyi goz ardi edelim.

F = belli bir balik tiiriiniin sayisi,
S = kopekbaligi sayisi

Bolgeyi disa go¢ olmayacak, veya gé¢c 6nemsiz olacak, sekilde sinirh kabul
edelim. Baliklar plankton yediklerinden, képekbaliklarini gozardi ederek,
baliklarin niifus artis oranini sabit kabul edebiliriz. Bdylece,
dfF
s
olur. Eger, niifus yeterince biiyiik bir noktaya gelirse, lojistik biiyiime
modeli

aF

dF

—— =aF — bF?

at " ’
(tasima kapasitesi a/b) 6nerilebilir.
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Kopekbaliklarinin biiytime oraninin yemleri olan baliklarin sayisi ile orantili
arttigini kabul edelim. Yani,
1dS
Sdt
olsun. Boylece baliklarin cogalma orani, képekbaliklarinin niifusu ile
orantili olur. Yani,

= —k+AF

1 dF
—— =a—bF—cS
Fdt " c
dir. Boylece av-aval tiirleri igin, 1920 li yillarda birbirlerinden bagimsiz

olarak Lotka ve Volterra’ nin galistigi,
dF

— = (a— bF —cS)F 1
= (a—bF —c5) 1)
© — (ktaP)s, 2)
Lotka-Volterra sistemini elde ederiz. Burada, a, b, ¢, kve A pozitif@ﬁ
sabitlerdir. o = - E : 9ac



el
Sonsuz plankton kaynagi oldugu varsayilirsa, b = 0 olur. Bu model tek
av-avcl modeli degildir fakat en basit olanlardan biridir. $Simdi, (1)
denkleminde b = 0 kabul edelim. Boylece,

dF

— =(a—cS)F 3
= (0 cs) 3)
olur. Buradan,
>a/c yok olmasi
S nin =a/c olmasi, balik niifusunun degismemesi demektir.
<a/c artmasi
Benzer sekilde, (2) denkleminden
> k/A artmasi
F nin = k/A olmasi, kdpekbaligi niifusunun degismemesi demeltir.
< k/A yok olmasi {,{_ﬁ/
=] = = = = ‘)1&@



Av-Avci Modeli

Baslangicta ¢ok az sayida kdpekbaligi oldugunu varsayalim. (3)
denklemine gore balik sayisi artar. Balik sayisi artarken (2) denkleminden
kopekbaligi sayisi artar. Kopekbaligi sayisi yeterince biyiik olursa,
baliklarin biiyiime orani negatif olur. Bu durumda balik sayisi azalir ve bu
dongii devam eder.

Genel olarak (2)-(3) sisteminin t ye gore elemanter fonksiyonlar cinsinden
elde edilebilen acik bir ¢éziimii yoktur. O halde

dF  F(a—cS)
dS ~ S(AF —k) )

faz diizlem denklemini gz oniine alalim. Oncelikle, F ve S nin her ikisinin
de pozitif olmasi gerektiginden, (2)-(3) sisteminin negatif niifus
gosteremeyecegini gercekleyelim. Dikkat edilirse £ = 0 = S ¢6ziim oldugu
gibi, ayni zamanda basit esyonliilerdir. Dahasi, F =0, dF /dS = 0 a ve

S =0da dF/dS = o a karsihk gelir. Boylece, F ve S pozitif ise, asla
negatif olamaz, ciinkii bunun icin ya F ya da S eksenini kesmek zorundagdir,,
ve bu da olanaksizdir. Diger basit esyonliiler sirasi ile dF /dS = 0 ve *
dF /dS = oo a karsilik gelen S = a/c ve F = k/A dogrulandir.
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Sekil: Bir av-avci modeli icin basit esyonliiler.

Faz diizlem denkleminin iki olasi aykiri noktasi vardir:

a
Ty T )
F=0 $=0. e
Bunlar zamana bagli modelin denge noktasina karsilik gelirler. |Ie

verilen sifir niifusu bizim icin ilgi ¢ekici degildir. .. 5 - = - ~.a




Av-Avci Modeli

Simdi, (S =a/c, F = k/A) noktasinin bir kararli denge niifusu oldugunu
gosterelim.

(4) denkleminin denge noktasi a, ¢, k ve A parametrelerinin hepsine birden
baglidir. Fakat sadece k/A ve a/c oranlar belirgin bir dneme sahiptir.
Simdi, (4) modelini esydnliilerden dikkatlice inceleyelim: Eger baligin
sayica biiyiime orani a artarsa, baligin denge niifusu degismez kalir, ve
sadece kopekbaligi etkilenir. Artan sayidaki kopekbaliklari ise, balik
dogumlarinin artmasini engeller.

Eger kopekbaliginin 6liim orani k azalirsa, bu sadece kdpekbaliklarinin
denge niifusunu etkilemedigi gibi, daha garibi, avlarinin denge sayisi azalir.
Bunun anlami, daha zor olan képekbaligi niifusunu dengelemek icin daha
az balik gereklidir.

Kopekbaliginin, balik dldiirme yetenegine karsilik gelen ¢ degerinin artmasi,
kopekbaliklarinda azalmaya yol acar. Képekbaliklari icin daha fazla besin
anlamina gelen A degerini artirmak, kdpekbaliklarinin artmasina yol actig
gibi, balik sayisinin da azalmasina yol acar; yani avcinin yeterliligini g
artirmak avin denge sayisinin azalmasi demektir.
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Sekil: Av-avci modelinin niteliksel davranisi.

dF /dS = 0 veya dF /dS = oo a karsilik gelen esyénliiler olduk¢a
kullanishdir. Ciinkii bunlar tiiriin azaldig veya arttigi bolgeleri birbirinde;
ayinrlar. g




Genel olarak faz diizlem denklemi saat dogrultusunda bir yapi gosterir. En
az ug tir olasi yoriinge vardir.

Sekil: Olasi yoriingeler.

@

Sekil: Yériingeler O «@» <> <=

S




Balik ve koépekbaliklari niifusu bir salinim sonrasinda kendi denge noktalarina
yaklasmalarina ragmen, bir ¢éziim egrisi parcasi ice dogru spiral ciziyor; belli bir
zamandan sonra balik ve képekbaliklarinin niifuslarinin artmasina ragmen, diger
bir ¢6ziim egrisi parcasi da disa dogru spiral ciziyor. Eger bu gecerli ise, bunlarin
arasinda bir ¢éziim egrisinin var olacagini umabiliriz sdyle ki; bu ¢éziim icin
niifuslar ayni degere dénerek, peryodik bir salinima neden olurlar. Bu duruma bir
limit déngii denir
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Sekil: Limit dongii.
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(2)-(3) modelinde bir limit dongii olamayacagim gosterelim. Denge
noktasinda pertiirbasyon yontemi ile lineerlestirme yapilirsa,

k
F==1eF, S="1es
A c

(2)-(3) denklemlerinde yazilip lineer olmayan terimler yok edilirse

dFy

b ek
dt 3ol
s (7)
1 al\
DL _ap
dt <t
olup, F1(0) = Fio, S1(0) = Sy baslangi¢ kosullan altinda ¢oziimii
(Laplace doniisiimii ile)
_ c k :
Fi(t) = Fipcos Vakt — X\/;510 sinVakt
Si(t) = —%\@Fm sinvakt + S1g cos vakt ;@ﬁ’
=} = = = = ;)1&0




Fi(t) = Fip cos Vakt — %\/5510 sin Vakt

51(1‘) = _%\/EFIO sin Vakt + S1g cos Vakt

coziimleri balik ve kopekbaliklari sayilarinin, dairesel frekanslari Vak olmak
tizere, denge niifuslari etrafinda salinim yaptiklarini gosterir. Salinimin
peryodu T = 271/+/ak olup, sadece a ve k biiyiime oranlarina baglidir.
1/ T ise birim zamandaki titresim sayisini yani frekansi verir.

o 9 z = = 9ac




o AAEModel
(7) denklemlerinden
dF, ke S
dS, aAlFR
olup, bu denklem F;(0) = Fig, S1(0) = S10 baslangi¢ kosullar altinda

coziilerek

kc? kc?
F2+ =S = F}y + —S?
1 a)\z 1 10 ﬂ/\2 10

yoriingesi elde edilir ki bu bir elipstir. Bu durumdaki denge noktasina bir
merkez denir.

ELACTTTTTY

T ST Tl

)
i

ale Ry
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Sekil: Av-avcl faz diizlem salinimi. - 5 -




Fi(t) ¢oziimiinii
Fi(t) = Asin(wt +a), w = Vak (8)

seklinde yazabiliriz. Burada genlik olarak adlandirilan A ve faz kaymasi
olarak adlandirilan a belirlenecek olan sabitlerdir.

Fi(t) = Asinwt cosa + Acoswtsina) = Fyg cos Vak t—X\/>Slosmv kt

oldugundan, Acosa = —%\/5510 ve Asinax = Fig ve buradan

kc?
AZ\/F120+W5120 (9)

olur. e

ve




Benzer sekilde, S;(t) fonksiyonu

Si(t) = Bsin(wt+p)
= Bsinwtcosp + Bcoswtsinf

seklinde yazilabilir ki buradan

BCOSﬁ = %\/%Flo ve Bsinﬁ = 510

/ aA?
B k ¢S
tanf = \/;/\FIO

olup, bdylece

ve




Av-Avci Modeli

(9), (10), (11) ve (12) ifadelerinden, denge noktasi komsulugunda
niifuslarin sabit genlikte salinim yaptiklarini goriiriiz ki bu etkisiz kararh
durumdur (lI(B):

p=0, g=—(—ck/A)(aA/c) = ka >0, A = —4ka < 0). Bu bir sinir
durumu oldugu i¢in sonu¢ her zaman saglanmayabilir. Lineerlestirmede
gozardi edilen lineer olmayan terimler muhtemelen kiiciik degisikliklere yol
acar ki bu da ¢oziimiin yapisal davranisini tiimiiyle degistirmeye yeterlidir.
Lineer olmayan terimler ¢oziimiin kiiciik genlikte salinim yapmasina ve
denge niifusunun kararli olmasina veya tersine biiyiik genlikte salinim
yapmasina ve denge niifusunun kararsiz olmasina neden olabilir. Bu
nedenle, lineer analizden bir sonug¢ elde edemeyiz.
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(0,0) denge noktasinin kararliligini ¢calismak icin pertiirbasyon yéntemi
uygulayalim. (2)-(3) sisteminde F = e€f;, S = €5; yazip lineer olmayan
terimleri atarsak

dFy

GI = e = Fl(t) = Floeat (13)
6% = —keS — Sl(t) = Sloefkt (14)

elde ederiz. Bu ¢oziimlerin anlami, képekbaligi niifusu iistel olarak
azalirken, balik niifusunun da ustel olarak artmasidir. p = a — k,
q=—ak <0, A = (a+ k)?> > 0 oldugundan, I(C) kararsiz durumu
olusur. Yani, denge noktasi bir semer noktasidir.

>

=] F = E E DA



Esyonliileri ve basit yoriingeleri kullanarak veya faz diizlem denklemini
¢ozerek yoriingeleri cizebiliriz ve hareket dogrultusunu belirlemek igin (13)
ve (14) esitliklerini kullanabiliriz.

Faz diizlem denklemi
dFl o aF1

e T T ¢ 15
ds kSi (15)
olup, coziiliirse
a a
|n|F1| = _Z|n|51|+|n|F10|_E|n|510|
F1 a 51
= In|—|=——In|—
F1o k| Sio
5 —a/k
S10
elde edilir. o
HE )
2 . }/

u]
&)
1l
{1
thit
S
0
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A
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Sekil: Lineerlestirilmis kararlilik analizi.




Simdi

dF  (a—cS)F

dS  (AF—k)S
faz diizlem denklemini ¢oziip, F(0) = Fy ve S(0) = Sy baslangic
kosullarini kullanilirsak

AF —kIn|F| =aln|S| — S + AFy — kln|Fo| — aln|Ss| + cSo

AMF—Fy)+c(S—5) =kln|—|+aln <
0
e P
FN S\ _ arrre(s—s0)
(Fo) <50) - c (16)
elde ederiz.
(=] = = =




(16) ile verilen egrilerin kapali egriler olduklarina dikkat edelim

F : F

Sekil: Kapali ve acik egriler arasindaki olasi fark.

u]
&)
1l
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Son denklemden,
K ap eMotes Gagcs
F ke - 17
Fé‘SS € (17)

yazabiliriz. K = (e'for <%0 /FKSE) olmak iizere, her iki tarafa Z dersek,

LKk AF cebirsel (F — 0)

Z=Fren = +oo{ istel (F — +o0) (18)
 Lca.—cS cebirsel (S —0)

Z=Ksle ™ — 0{ istel (S — +o0) (19)

olur.




dZ_ AF -—k -1 _
F = F kT ) =0

dan F = k/A minimum ve

4
(Zl_t = KS"e (S t—-c)=0
dan S = a/c maksimum verir. (a/c, k/A) mn bir denge noktasi

oldugunu not edelim.




Simdi F de 0, 1 veya 2 deger iiretecek sekilde S nin 6zel bir degerini
secelim:

F - Saganas S




7 = KS%° nin grafiginde kritik noktadan gectikten sonra, F nin ayni
deger cifti, S nin farkli bir degerine karsilik gelir. Boylece, bir ¢dziim
verecek sekilde K degerinin yeterince biiyiik olmasi durumunda faz
diizlemindeki egri, sekildeki gibi, kapali bir egri olmalidir.

S

7

earHHHHHEEH

'3

alfc S

Sekil: Bir yoriinge. ﬂ

o> 3 = E z 9ac




K nin her bir degeri icin en fazla bir yoriinge vardir. Sekilde, K nin ii¢
farkli degerine karsilik gelen yoriingeler cizilmistir.

£

F




Sonug olarak (a/c, k/A) denge noktasi komsulugundaki yériingeler
kapalidir. Balik ve kdpekbaligi niifuslari zamanin periyodik fonksiyonlaridir.
Kaba bir grafik sekildeki gibi verilebilir. Dogada gézlemlendigi gibi,
kopekbaligi niifusunun artmasi, balik niifusunun artisini takip eder.

10 20 20 40 =11 f

Sekil: Bahk-képekbaligi salinimi.

[m] = = =
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Simdi, salinim peryodlari sirasi ile T ve T olan avci ve av niifuslarinin,
baslangi¢ niifuslarindan bagimsiz olarak, ortalama niifuslarini diisiinelim.

dS
— = —(k+AF
" (k+AF)S
olup, bdylece
to+T 1 to+T
/ 2ds :/ (—k+ AF)dt
to 5 to
ve S(ty+ T) = S(ty) oldugundan,
to+T
0= —kT + AFdt
to
yani,
1 [totT k
— F(t)dt = —
T Jt (t) A

olur. O halde avin ortalama niifusu denge noktasidir.
[m] = =

-G
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Benzer sekilde,

olup, buradan

t1+7T 1 t1+T
/ —dF:/ (a— cS)dt
t1 F ty
ve F(t; +7) = F(t1) oldugundan,

t1+T
0=at— / cSdt
t:

1

yani,




F

L Ll
Eger, daha fazla avcr eklersek, (2)-(3) modelinden nasil bir sonug
tiretebiliriz?

daha fazla avicl
lavesi

Sekil: Ortama aniden daha fazla avci ekleme etkisi.

Bu durum salinimin genliginin artmasina neden olabilir. Ortalama nijfu
denge niifuslari olduklarindan, ayni kalirlar. _
] = =
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Eger, niifuslan ile orantili olarak, 6rnegin tuzak kurarak veya zehir
kullanarak, her iki niifus da azaltilirsa bu durumda ne olur? Bu durumda
7 ve 0 sabitler olmak tizere, yeni model

dF
el (a—cS)F —yF
ds
= —(k+AF)S =4S

seklini alir. Boylece, av ve avci icin yeni denge niifuslari, sirasi ile

k+(5vea—'y
A c

olur. Bu ise avin artmasi ve avcinin azalmasi demektir. O halde,
halihazirda dogal avcilar tarafindan kontrol altinda tutulan av niifusunu

azaltmaya calismak, aslinda cogalmalarina yardim etmek demektir. =
=] (=) = E £ DA



Av-Avci Modeli

Asagidaki 6rnek olay bu durumu aciklamaya yeterli olacaktir: 1868 yilinda
Avusturalya'da yasayan bir bocek tiirii kazayla Amerika Birlesik
Devletlerine tasinir ve bu bécek Amerikan turuncgil endiistrisini tehdit
etmeye baslar. Bocekten kurtulmak icin, Avusturalyadan onun avcisi olan
ugurbocekleri ithal edilir. Ugurbocekleri, bu bocekleri bagil olarak diisiik
bir diizeye cekmeyi basarirlar. Daha sonralari, bocekleri yok etmek igin
DDT kesfedildiginde, sayilarini daha fazla azaltmak icin DDT kullanilmaya
baslanir. Fakat bu ila¢ ugurbocekleri icin de dldiiriicii oldugu igin, ilacin
kullanimi sonucu zararli bocek sayisininin arttigr goriilmistir.
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Cogu avci, birden cok tiir ile beslenir. Cogalma icin dogal avlarinin olmasi
tercih nedeni olmasina ragmen, eger avcilar alternatif bir kaynaktan da
besleniyorsa, bu durumda olasi bir alternatif model,

% = (a—bF—cS)F
d.
d—f = (0« —BS+AF)S
sistemidir. b =0 = B ve a = a durumunda, model
dF
il (a—cS)F (20)
d
d—f = (a+AF)S (21)
olup, ¢oziimii
S(t) = (AFo + cSp)et F(t) = (AFy + cSp)e” =
) Fo Moo (1 ent) - A So N 0+650(eat 1) L@
¢ +c +cre L=
=] F = E E DA



Durum 1. a > 0:

A ve c(> 0) ile verilen etkilesimden bagimsiz olarak t — oo i¢in F(t) — 0
ve S(t) — oo dur. Bunun anlami, etkilesim durumunda av ve avci ayni
pozitif biiyiime oranina sahip oldugu zaman, av yok olacaktir.

Durum 2. 2 =0:

. o (AFy + cSo) . o (AFy + cSo)
a'LrBL F(t) = A+ e elForeso)e a'L’BL S(t) = Ao~ (WoreS)t 4 ¢
0 0

olup, t — oo igin F(t) — 0 ve S(t) — m dir.

Durum 3. 2 < 0:
t — oo igin F(t) — 0 ve S(t) — 0 dur.
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Karmasa |
dP
E:(r—sP)P:rP(l—P/K) (22)
lojistik modeli Euler yontemi ile ¢ozersek
P(t+h) =~ P(t)+ hP'(t) (23)

= P(t)+h(r—sP(t)) P(t).

t = to baslangi¢c anindan baslayarak ardisik zaman periyodlarini
the1 = t,+h (n=1,2,...) ile ve karsilik gelen niifuslar da P(t, + h) ile
gosterirsek

P(tay1) = P(ta+h) = P(ta) + h (r — sP(t,)) P(tn)

olup, ardisik iterasyonlardan elde edilen P(t,.1) degerini P, ile
gosterirsek

Ppi1 = Py+ h(r—sP,)P,, (n=1,2,3..) (24
ile elde edilen P,.1, t,+1 zamanindaki gercek niifus P(t,.1) e bir yakl
verir. O B> «Zr» <E>» T 9DAC



Simdi dyle bir niifus kabul edelim ki, (24) itersyonlarini kullanarak
hesaplanan P, yaklasimlarinin P(t,.1) gercek niifus degerlerine
yeterince yakin olacak sekilde bir h adim uzunlugu secilebilsin. Ornegin bu,
diizenli periyodlarla kisa siireli iireme sezonlarina sahip hayvan niifuslarinda
uygulanabilir. h, arka arkaya gelen iireme sezonlari arasindaki aralik kabul
edilirse, bu durumda bir iireme sezonundaki P, niifusu sadece bir 6nceki
sezon boyuncaki P,_1 niifusuna bagh olur ve P,, bir sonraki iireme
sezonundaki P, 1 niifusunu tam olarak belirleyebilir.

[m] = = =
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(24) denkleminde @ = 1 + hr ve b = hs yazilirsa

Phy1 = Py+h(r—sP,)P,
(1+ hr)P, — hsP?
(a — bP,)P, (25)

denklemi elde edilir ki bu lojistik fark denklemi olarak adlandirilir. Son

olarak, (25) denkleminde
a
Pn = [—)Xn (26)
alinirsa,

Xpt1 = a(1 — xp)xp (27)

basit formu elde edilir.




Limit dongii

Xoo = lim X,

n—oo

var oldugunu kabul ederek, x un a biiylime parametresine ne sekilde bagl
oldugunu arastiralim. Yani a yi islemlerde girdi ve x u ise ¢ikti olarak
kabul ederek, ciktinin girdiye ne sekilde bagh oldugunu inceleyelim. Belli

bir xo degerinden baslayarak (27) iterasyonlarini bulundugunda asagidaki
tablo sonuclari elde edilir:

o 9 z = = 9ac




a lim x,

1.5 | 0.3333

1.7 | 04118

1.9 | 0.4737

2.0 | 0.5000

2.2 | 0.5455

2.5 | 0.6000

2.8 | 0.6429

2.9 | 0.6552

3.1 | 0.7646 0.5580

3.3 | 0.8236 0.4794

3.4 | 0.8422 0.4520

3.5 | 0.8270 0.3828 0.8750 0.5009
3.52 | 0.8233 0.3731 0.8795 0.5121
3.54 | 0.8203 0.3648 0.8833 0.5218

i
[\
=iel i)
{ Z
% 85
S

S
0
i)




Karmasa Limit déngii

a

lim x,

3.55 0.8278 0.3703 0.8817 0.5405 0.8127 0.3548 0.8874 0.5060

3.56 0.8333 0.3738 0.8808 0.5509 0.8086 0.3488 0.8899 0.4945

3.565 | 0.8332 0.3724 0.8815 0.5523 0.8083 0.3475 0.8905 0.4860

0.8372 0.3769 0.8799 0.55659 0.80649 0.3457 0.8912 0.4954

3.57 kaos

3.597 0.8993 0.5008 0.8328 0.3641 0.8857 0.4386 0.8579
0.3927 0.8753 0.4183 0.8657 0.5967 0.7900 0.3257

3.599 kaos

3.60 0.8972 0.5275 0.8216 0.3525 0.9000 0.4474 0.8546 0.3877

0.8772 0.5794 0.7984 0.3320

3.61 kaos

3.835 0.958634 0.494515 0.152075

3.842 0.9602 0.4919 0.1507 0.9591 0.4809 0.1467

3.848 0.9616 0.5096 0.1571 0.9574 0.4652 0.1407

0.9620 0.5016 0.1541 0.9582 0.4686 0.1419 —kaos
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Karmasa Limit dongii

Tablodan goriildiigii gibi xo = 0.5 baslangi¢ niifus kesiri ile baslandiginda a
parametresinin 1.5 < a < 3 degerleri icin (27) iterasyonlar yakinsak olup
(x,) belli bir x« degerine yakinsar (6rnegin a = 1.5 icin x, — 0.33 olur).
a > 3 igin (x,) dizisinin iki farkli noktaya (alterne) yakinsadigini goriiriiz
(6rnegin a = 3.10 igin x, — 0.5580 (n tek) ve x, — 0.7646 (n gift) olur).
Yani, yaklasik olarak 3 < a < 3.5 icin iki niifuslu bir limit déngii vardir.
a = 3.5 oldugunda, (x,) nin bu kez 4 farkli niifusa yaklastigini, yani
"periyodun ikiye katlandigim" farkediyoruz a = 3.55 de 8 periyodlu,

a = 3.565 de 16 periyodlu limit doéngiilerin olustugunu gérmekteyiz. Peki
bu periyod katlamasi bu diizenle mi devam eder? a — 3.570 icin
parcalanmalarin ¢ok hizli bir sekilde katlanarak bir karmasaya gittigini
gérmekteyiz. Daha ilging olan, a = 3.59 ile a = 3.60 arasinda ondért
periyodlu bir déngii ve kath parcalanmalarini, 2 = 3.60 ile a = 3.61
arasinda oniki periyodlu bir dongii ve katli parcalanmalarini ve aralik
duyarliligini artirarak, 6rnegin son olarak , 2 = 3.83 yakinlarinda kaosdan
doniilerek bu kez ti¢ limitli bir dongiiniin ortaya ¢iktigini ve 2 = 3.9 a
kadar tekrar alti, oniki, yirmiddrt vs. periyodlu béliinmeler olustugunu ¢
gorebiliriz.
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N CCTLCCER | imit: dongi
Uc periyodlu dongiiniin goriilmesi énemlidir, ciinkii 1975 yilinda J.York ve
T.Y.Li, "¢ periyodlu bir déngiintin" varliginin; her sayida periyodik
doéngiiniin yanisira, hi¢c periyodik olmayan kaotik déngiilerin de varligina
isaret ettigini ispatlamislardir. "Uc periyod kaosa gotiiriir".

10 S 10
08 .
06 0.6
= i
04l ® 04
02} = 02| -
0.0 L | L L I 0.0 I l I 1 |
088 000 997 004 006 098 1000 088 900 002 904 996 008 1000
il n

B
-
&

Sekil: ki ve dort niifuslu limit déngii z
Oy @z <= Dace
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Karmasa Limit dongii
Kaos hakkinda vurgulanmaya deger son nokta; fizikci M. Feigenbaum’um
1970 li yillarda kesfettigi Feigenbaum sabiti

An 7 -1 _ 4 66920160981...

imy—eo
Apy1 — dp

dir. Bu, kaotik davranisin da aslinda bir diizen icerdigini géstermektedir.

10 T T T
03F A

o6

0.0 I I I I
28 30 32 34 36 38 40
a

Sekil: xp = 0.5 i¢in yaba goriintiisii. Dikey beyaz bosluklarda kaosdan donulupy_
tekrar limit dongiiler baslar.

iV,
i,
%
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