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GIRIS
Onceki boliimde, niifusun zamana gore siirekli bir fonksiyon olarak
degistigini kabul eden temel niifus modelleri tizerinden, kararhlik analizi
kavramlarini tartistik. Halbuki niifusu evreye, sayiya veya yasa gore
planlamak, 6rnegin devletlerin ekonomik gelisimlerini planlamalarina veya
tilkelerin niifus dinamigini daha iyi analiz edebilmelerine yardim eder.
Bunun yanisira, bircok biyolojik tiiriin niifus modelini sayiya veya
yasa—dayali kurmak daha gercekei goriinmektedir. Ayrica, bulasic
hastaliklarin yayilimini modellemek de ilgi cekici gériinmektedir. Ciinkii
salginlari kontrol altinda tutmak veya 6nlemek giiniimiizde iilkelerin 6nemli
ekonomik ve saglik problemlerinden biri durumuna gelmistir.
Bu béliimde;

@ saylya veya yasa bagh modeller,
@ bulasici hastaliklarin yayihmi ve
@ biyokimyasal modeller

uzerinde calisacagiz.
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NUFUS MODELLERI

NUFUS MODELLERiI

Niifus modelleri evreye, sayiya veya yasa gore planlanabilir. Ornegin,
niifusun ¢ocuk ve yetiskin olarak iki gelisim evresine gére diizenlendigi
evreye-dayal bir model kurulabilir. Evreye dayali modeller bircok gelisim
evresi icerebilirler. Bocekler icin gelisim evreleri; yumurta, kurtcuk (larva),
yavru (pupa) ve yetiskin evreleridir. Sayiya dayali modellerde bireyler boyut
veya agirlikla dlciilebilen sayilara gore siniflandirilabilirler. Ornegin balik
niifuslarinda yapi degiskeni cogu zaman boyuttur. Yasa-dayali modellerde
niifus yas gruplarina ayrilir. Ornegin insan demografisinde bu 5-10, 10-15
v.s. gibi 5 yillik yas guruplari olabilir. Evreler, yaslar veya boyutlar
arasindaki dinamik etkilesimler niifus yapisinin zamana gore nasil
degistigini belirlemektedir.
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NUFUS MODELLERI Sayiya dayali model

Sayiya dayali model: Ladin kurdu'

Kanada ormanlarinin temel problemlerinden biri, aga¢ kurtlarinin verdikleri
zararlar olup, Ludwig ve arkadaslari (1978) ladin agaci kurtlarinin niifus
dinamigi icin asagidaki modeli 6nermislerdir:

dN N

— =rgN(1——)—F(N

= reN(— ) = F(N)
Burada rg kurtlarin dogrusal dogum orani ve Kg de agaclardaki mevcut
olan yiyecek kaynaginin yogunlugu ile iliskili olan tasima kapasitesini
gostermektedir. f(N) fonksiyonu ise kurdun avcisini (genellikle kuslar)
temsil etmekte olup, sekildeki niteliksel yapiya sahiptir. 7
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Ne N

Sekil: f(N) nin nitel yapisi. N¢ sinir degerinden kiigiik niifuslar icin avcinin yemi
azdir, biiyiik niifuslar icin yem fazladir.




I S SRS 52)'y2 dayal model

N kurt niifusunun az yogunlukta olmasi durumunda, baska yerlerde yiyecek
arayacaklari icin, avcilarin niifuslari azalir. Kurt niifusunun yogunlasmasi
durumunda ise avcr niifusu da artar. Bdylece f(N) i¢cin uygun bir
fonksiyon, A ve B pozitif sabitler olmak iizere BN?/ (A2 + N2) olabilir.
Bu durumda, yukaridaki genel model

dN N BN?
— = IB N

g~ BN T m e ®

seklini alir. Bu denklem rg, Kg, A ve B parametrelerini icermekte olup, A
ve Kg parametreleri /V ile ayni boyuta sahiptir. rg nin boyutu [T ] ve B
nin boyutu ise [NT 1] dir. A parametresi avcinin doniim yaptigi N¢ esik
degerinin bir olciisiidiir.

[m] = = =
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Modeli birimlerden bagimsiz yapmak igin, boyutsuz terimler cinsinden ifade
edelim (Bkz. Kesim 3.3). Bunun igin,

N Arg Kg Bt

— = — = — = — 2
1P q = (2)

v B A

alip, bu boyutsuz terimleri (1) denkleminde kullanirsak,

2
dN:ru(l—H) u

dt g 142

denklemini elde ederiz. Denge ¢coziimleri acikca, u = 0 veya

u u

1——)=—— 4

esitligini saglayan u degerleridir. (4) esitligi iigiincii dereceden bir polinoma
karsilik gelmekte olup, analitik ¢éziimleri olduk¢ca karmasiktir. m
L=
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u : uo .
Coziimler r(1 — —) dogrulari ile ——— egrisinin kesim noktalari olup,
q 14 u?

konumlari grafiksel olarak asagidaki sekilde gosterilmistir. Sekildenden de
goriilecegi gibi, r ve g nun degerlerine bagl olarak bir, iki veya lic ¢c6ziim
elde edilebilir.

Sekil: Ladin kurdu modelinin denge noktalari. r kiiciik iken bir tane denge noktasi

vardir. r biiyiidiikce denge noktasi sayisi ikiye ve daha sonra iice cikar. ilk ve @
11 g L;._j‘" |

denge nokasi kararli olup ortadaki ise kararsizdir. N

o = E E T 9ace



N VNN Soviva dayalimedel
Oklar ¢dziimiin zamanla nasil degistigini gostermektedir. u; den daha az niifus
icin dN'/dT > 0 yani N artan ve uy ve uy arasindaki niifus icin dV/dt < 0
yani N azalan olup u; denge noktasi kararhidir. Benzer sekilde 1y ve 13
arasindaki niifus icin dN/dT > 0 yani N artan ve u3 den daha bilyiik niifus icin
dN/dTt < 0 yani N azalan olup u3 denge noktasi da kararhdir. w, noktasi ise
kararsizdir.

Qs

2 e g\ (8
u o BN ees

) = 1557 nun grafigi. =
= G (= = = . 9DQ




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci

cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.
@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci

cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.

@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

@ Evrimsel biyologlarin bir tiirtin yasam siirecini anlamalarina yardim
edebilir.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci

tavsanlari problemi (altin oran, siirekli kesirler ve ayciceginin buyume5|)y
cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek

??
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.
@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

@ Evrimsel biyologlarin bir tiirtin yasam siirecini anlamalarina yardim
edebilir.

@ Yavrularin farkli zamanlarda dogmalarinin sonucu olusur.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci
tavsanlari problemi (altin oran, siirekli kesirler ve ayciceginin biiyiimesi) yes,
cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek ;
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.

@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

Evrimsel biyologlarin bir tiiriin yasam siirecini anlamalarina yardim
edebilir.

@ Yavrularin farkli zamanlarda dogmalarinin sonucu olusur.

@ Eger farkl yaslardaki ortalama dogum veya &liim oranlari sabit ise, bu
durumda kararli bir yas-yapisi olusur. Fakat, dogum veya 6liim
oranlarindaki hizli bir degisim yas-yapisinin dagilimda kaymalara neden
olur.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci
tavsanlari problemi (altin oran, siirekli kesirler ve ayciceginin biiyiimesi) yes,
cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek AW
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Fibonacci tavsanlari I

italyan matematikci Fibonacci tarafindan 1202 yilinda su bulmaca
sunulmustur:

Bir ¢iftgi yeni dogmus bir disi-erkek tavsan ¢iftini bir kiimese
birakir. Tavsanlarin ¢iftlesme yasina gelme siireleri bir aydir.
Ciftlesmeden bir ay sonra disiler birer cift (bir disi-bir erkek)
tavsan dogurmaktadirlar ve tekrar ciftlesmektedirler. Hic bir
tavsanin 6lmedigini kabul edelim. Bir yilin sonunda kag ¢ift

tavsan olur?




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Xp, n-yinci ayin basida, yeni dogan tavsanlarin ardindan sayilan tavsan cifti
sayisini gostersin. Boylece 13-iincii ayin basinda sayilan tavsan sayisi
problemin coziimii olacaktir. ilk ayin basindaki yeni dogan cift sayisi 1
oldugu icin ve ikinci ayin basinda heniiz yeni dogan cift olmadigi igin (bir
ay sonra doguracak bir adet eriskin cift var) x; = 1 ve xo = 1 dir. Ugiincii
ayin basinda niifus x3 = x» 4+ x; olup, 6nceki aydan gelen x, tavsan ciftini
(ki 1 adettir) ve simdi dogum yapacak eriskinlikte olan x; disi tavsanin
dogurdugu yeni dogan x; tavsan ciftini (ki 1 adettir) icermektedir. Genel
olarak

Xpt1 = Xp + Xn—1 (5)

olur. Boylece
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, ...

Fibonacci dizisini elde ederiz. O halde 12 ayin sonunda x;3 = 233 (144
yetiskin ve 89 yeni dogan) tavsan olur.
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Xp+1 = Xp + Xp—1

ikinci basamaktan sabit katsayil bir fark denklemi olup, x, = A"
formunda bir ¢c6ziim arayarak, denklemin genel ¢éziimiinii bulabiliriz:
x, = A" yazarsak

ATE AT A —1)=0

olup, buradan

14++5 1-+5
;0 M=

coziimlerini elde ederiz. Denklem (5) lineer oldugundan dolays,

A=

Xp = Cl)L? + CQ)Lg

genel ¢dziim olur.




Fibonacci dizisini xg = 0 ile genisleterek, xp = 0 ve x; = 1 kosullarini
kullanirsak;

a+o =0
A+ oAy = 0

olup, buradan ¢; = 1/4/5 ve ¢ = —1//5 buluruz. Boylece

(=) ()]

1

X, =
G

elde ederiz.




1++5 1-+/5

=1.618... ve ¢ = — 5 =d-1=0.618...

dersek, bu durumda A; = @, A, = —¢ dir. Ayrica ®> — P —1 =0
oldugundan ®> —® =1veya® —1=1/P = ¢ olup

X, = % [CI)” + (_1)n+1(Pn]
— % [an + (_1)n+1q)—n]
— iq)n [1 + (_1)n+1q)—2n] (6)

V5

bulunur. Buradan, n — oo icin x, — ®"//5 ve x,.1/x, — ® oldugu
goriilmektedir.




o = %g = 1.618... sayisina altin oran denir. x > y olmak lizere, eger

X+y X

= ™
X y

esitligi saglaniyorsa (yani iki sayinin toplaminin biiyiik sayiya orani, biiyiik

sayinin kiiciik saylya oranina esit ise) x ve y sayilari altin orana sahiptir

denir. (7) esitliginden

X+y
X

1+2 =
X

1
14— =
+<I>

B < IX<IX

olur. @ sayisi, bazen, irrasyonel sayilarin en irrasyoneli olarak da o
2\
adlandinlir. =




Neden bu adlandirmanin yapildigini anlamak igin, siirekli kesirlerden olusan
rasyonel sayilarla irrasyonel sayilara yaklasim veren asagidaki algoritmayi
g6z 6niine alalim: n; ler pozitif tamsayilar olsunlar. Pozitif x irrasyonel
sayisina yaklasim yapmak i¢in asagidaki esitsizlikleri gercekleyen en biiyiik
n; leri secelim:

X>da =m
X<112:I'I1'|‘ni2
x>a3:n1+—11—
np+—
ns
x<a4:n1+—11—
mt— T
3+ o




NUFUS MODELLERI

Yasa dayali model

n; leri hesaplayan basit bir algoritma mevcuttur. ilk olarak a; = n; sayisi x
in tamsayi kismidir. x — a; kalani hesaplanip, bunun tersi olan 1/(x — a;)
alinabilir. Bu tersin tamsayi kismi ny dir. Tekrar 1/(x —ay) — np kalani
hesaplanip, tersi alinabilir. Bu tersin tam kismi n3 diir. Bu algoritmayi

kullanarak 71 = 3.141592654... nin daha iyi ardisik rasyonel yaklasimlarini

bulabiliriz:
a lar kalan 1/kalan
a; =3 0.141592654 | 7. 062513285
1
ap=3+-=2 0.062513285 | 15. 99659976
7 7
1
a3 =34 _——7 =33 0.99659976 | 1. 003411841
(+ 1=
7+ —
15+ 1

Boylece 7t sayisina {3, 22/7, 333/106, 355/113, ...} rasyonel yaklagim &

dizisi elde edilir.
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UV NN osadayalimodel
Benzer sekilde ¢ = 1.61803399... sayisina bir rasyonel yaklasim yapalim:

a lar kalan | 1/kalan
a; = 1 @ P
Bn=1+1] ¢ )
Boylece
1
1+ —

1+ =

yani, tim n; degerleri 1 olup, bu ® ye yavas bir yaklasimdir. Bir baska
yaklagim, ®> — ® — 1 = 0 denkleminden ®? = 1 + ® ve buradan (® >0
icin) ® = /1 + ® olup, ® nin ardarda sol tarafta yazilmasiyla

b = \/1—|-\/1—|-\/1+...
iterasyonlarindan elde edilebilir.




N UL U CRUCIBERRRRI  Yasa)dayalmedel
Diger bir yaklasim formiilii ®> — ® — 1 = 0 dan ®? = 1 + ® ve buradan

(® #0igin) @ =1+ 1/P olup P nin bu degerini tekrar tekrar sol tarafta

yerine yazarsak,
O=1+;
@:1+E§

Q=1+—11—

1+ T

1+35

yaklasimlarini elde ederiz ki, tiim n; degerleri 1 dir. Bu ardisik kesirlerden

@ vye bir rasyonel yaklasim dizisi olarak
{1,2,3/2,5/3,8/5,13/8, ...}

elde edilir. Bu dizi ardisik Fibonacci sayilarinin oranlaridan olusmakta olup,
NE 2
L=

D)

bu oranin ® ye yaklastigini gérmiistiik.




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Ayciceginde Fibonacci sayilari I

Altin oran, en irrasyonel sayi olarak, dogada beklenmedik yerlerde
beklenmedik sekilde karsimiza ¢citkmaktadir. Bunlardan biri aycicegi
cekirdeklerinin dizilisinde goriilmektedir.

Fibonacci sayilari aycekirdegi yerlesiminde neden gériinmektedir? Bunu
yanitlamak igin, cekirdeklerin olustugu basit bir modeli géz 6niine alalim.
Olusum asamasinda ¢ekirdeklerin ilk énce cicegin merkezine yakin ¢iktigini
ve cicek biiyiidiikge, merkezden disa dogru (radyal olarak) sabit hizda
hareket ettigini kabul edelim. Dairesel cicek basini doldurmak icin;
merkezde olusan her yeni cekirdegin, radyal olarak hareket etmeden 6nce
sabit bir acida dondiigiinii varsayalim. Ayrica, olusacak cigcek basinin
diizgiin yerlesmis cekirdeklere sahip olmasi anlaminda, dénme agisinin
optimum oldugunu kabul edelim.
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Déniis acisini 27t« ile gosterelim ve 0 < a < 1 kabul edelim. ik dnce,

n < m, ve nve m ortak bdleni olmayan iki dogal sayi olmak iizere, & nin
n/ m seklinde bir rasyonel sayi olma olasiligini géz 6niine alalim. m tane
dénmeden sonra cekirdekler basladiklar cizgiye geleceklerinden dolayi,
olusan cicek basi m tane dogru iizerinde dizilmis olan ¢ekirdekler
icerecektir. @ = 3/5 olan bu tip bir ¢icek basi sekil (a) da goriilmektedir.

1"-.._‘ - WIS Sy
oy P T
i % LR
- 4 4, [
El f
- A 2 1 >
4 ] ~.
1
%
=) b}




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Simdi & nin bir irrasyonel sayi olma olasiligini géz dniine alalim. Bu
durumda ka¢ dénme olursa olsun, cekirdekler basladiklari dogru iizerine
gelemezler. Bu durumda, olusan cicek basi diizgiin yerlesmis cekirdeklere
sahip olmayabilir. Ornegin & = 77 — 3 ise, bu durumda olusan cicek basi
Sekil (b) deki gibi 7 tane saat yéniiniin aksi yoniindeki spiralden olusur. 7
ye iyi bir rasyonel yaklasimin, ondan biraz biiyiik olan 3 + 1/7 oldugunu
yukarida gérmiistiik. Boylece, her yedinci donmede, yeni ¢ekirdek yedi
dénme Onceki ¢ekirdek tarafindan cizilen radyal dogrunun hemen disina
diiser. Bu c¢ekirdekler, biiyiiyen cigcek basi boyunca disa dogru hareket
ederken, her yedi dénmeden sonra saat yoniiniin aksi yéniinde bir spiral
goriintiisii alirlar, ve Sekil (b) deki gibi, ¢icek basinin tamami bu spirallerin
yedi tanesini iceriyor goriiniir.
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Bir ayciceginde en iyi yerlesimle ortaya cikan irrasyonel sayi muhtemelen, 1/ ¢
dir. Ardisik iki Fibonacci sayisinin orani drnegin 21 /34 veya 34 /55 dir. 34/55,
@ ye 21/34 den daha iyi bir yaklasim oldugu icin 55 saat yonii spirali
gozlemlemek, 34 aksi saat yonii spirali goézlemlemekten daha kolay olacaktir ki bu
da gercekten tam olarak bekledigimiz seydir.

“im 50 ] 50 100

Sekil: @ = 21/34 icin bir aycicek basinin goriintiisii. 34 saat 21 aksi yonlii spi?&:ﬁ\
Grafigin MATLAB kodu Ek B dedir. \@ ‘




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali niifustaki tavsanlar.

Fibobacci tavsanlari yasa-dayal bir niifus modeli olup, bunu kullanarak
daha genel bir yaklasim yapabiliriz. Tavsanlari yavru ve yetiskin olarak iki
sinifa ayirabiliriz. Burada, yavrular heniiz ¢iftlesemeyen yeni doganlari,
yetiskinler ise en az bir aylik tavsanlari belirtmektedir. ilk ayin basindaki
yeni dogmus bir cift ile baslayarak, ciftlesen disilerin dogurmalarinin
ardindan, takip eden her ayin basindaki niifusu sayabiliriz. n-yinci ayin
basindaki yeni dogan tavsan ciftlerinin sayisini x; , ile ve en az bir aylik
olan ciftlerin sayisini ise x, , ile gosterelim. Her bir yetiskin ¢ift bir yavru
¢ift dogurdugundan, (n+ 1)-inci ayin basindaki yavru cift sayisi n-yinci
aydaki yetiskin ¢ift sayisina esit oldugundan, ve (n+ 1)-inci ayin basindaki
yetiskin cift sayisi n-yinci aydaki yetiskin ve yavru cift sayisina esit
oldugundan dolay,

Xl,n+1 = Xon
X2.n+1 = Xl,n+X2,n

elde ederiz.
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Matris formunda

X1,n+1 01 X1,n
, — ’ 8
(X2,n+1) (1 1)(X2,n> ®
veya vektdr formunda
Xn+]_ — an (9)

olur. Baslangi¢ kosullari, yetiskinin olmadigi ve sadece bir yavru ciftin

oldugu
o — X1,1 o 1
0= x1 ) \O

ile verilecektir.




(9) sistemi, birinci basamaktan bir lineer fark denklem sistemi olup,
¢oziimii x, = A"v seklinde ararsak, sistem

Lv = Av

Ozdeger problemine doniisiir. ve genel ¢coziimii, ¢i, ¢ keyfi sabitler olmak
lizere
X, = ciA{vi+ASvy (10)

seklindedir. Simdi [A1| > |A,| kabul edersek

x, = Af <c1v1+c2 (3\\1> v2>
2

seklinde yazarsak, |A>/A1| < 1 oldugu igin n — oo igin x, — c1Afvy olur.
Yani niifusun uzun siiredeki asimptotik davranisi sadece A; 6zdegerine ve
karsilik gelen vy 6zvektoriine baglhdir. Fibonacci tavsanlari icin 6zdeger ve
Ozvektorleri bulalim:

—A 1
det(L — Al) = det 1 1_A‘——A(1—A)—1—O @
‘vk::;’fé?‘
veya A2—A—1=0 olup, burada Ay = ® ve Ay = -@ ll_)ululnur,: - %@Jy




@ > @ oldugundan yasa-dayali niifusun uzun-siireli asimptotik davranisini
O 5zdegeri ve karsilik gelen 6zvektor belirler. Ozvektorii belirlemek icin

(L=®l)vy =0
veya denk olarak

—d 1 Vi1 o 0
1 1-& vio /L0
sistemini cozersek, ilk denklemden —®v;; + vio = 0 olup, vi1 = 1 alirsak

vip = ®vy; = D elde ederiz. (®? — ® — 1 = 0 oldugundan birinci
denklem ikincinin —® kati olup ikinci denklem saglanmis olur.) O halde

(1)

olur. vi den elde edilen asimptotik yas-yapisi yetiskinlerin yavrulara
oraninin altin orana yaklastigini yani

m X2,n = v /V = g
0% X1 12/ Vi1 @

oldugunu gostermektedir.
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Yasa-dayali ayrik model I

Bir ayrik modelde, niifus sayimlari ayrik zamanlarda gerceklenir ve bireyler
dilimlenmis yas siniflarina ayrilirlar. Modelin basitligi icin yas dilimlemeleri

ile sayim siirelerini ayni alalim. (Ornegin bes yilda bir sayim yapmak ve yas
siniflarini 0-4, 5-9 v.s seklinde dilimlemek.) Sayimlarda normalde hem disi

hem de erkekler sayilmakla beraber, burada sadece disileri sayacagiz.

Xi.n, N-yinci sayima gore i-yinci yas sinifindaki disi sayisi; (s1 ilk sayima
kadar canli kalan disi yiizdesi olmak iizere) s;, (i — 1)-inci yas sinifindan
i-yinci yas sinifina gegen (6lmeyen) disi yiizdesi; b;, i-yinci yas sinifindaki
disi basina diisen beklenen disi dogumlarin sayisi; i = 1 ilk yas sinifi, i = k
son yas sinifi olsun. Son yas sinifindan sonra yasayan disi olmasin ve ilk
sayim n = 1 iken yapilsin.
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{Xin+1} lerin {x; ,} ler cinsinden fark denklemlerini olusturacagiz.
Oncelikle, (n+ 1)-inci sayimda yenidoganlar, n-yinci sayim ile (n + 1)-inci
sayim arasinda, farkh dogurganhga sahip, farkl yaslardaki disiler tarafindan
dogurulurlar. Ayrica, bu yeni doganlarin sadece bir kesimi ilk sayimalarina
kadar yasarlar. ikinci olarak, n-yinci sayimda sayilmis olan i-yinci yas
sinifindaki disilerin sadece bir kesimi (n+ 1)-inci sayimda, (/ + 1)-inci yas
sinifinda sayilacak kadar yasarlar. Bu bilgileri uygun olarak tanimlanan
parametrelerle birlestirirsek, {x; ,.1} icin fark denklemleri

Xine1 = S (bixin+ boxon+ -+ bgxk.n)
X2.n+1 = S2X1,n

X3.04+1 = S3X2.n

Xk,n+1 =  SkXk—1,n

Bi)%lloji ve éiyokimy:a ModeT:feri - Ckﬁ.v/



X1,n+1 siby siby --- sibk_1 siby X1,n
X2,n41 S o - 0 0 X2,n
X3,n+1 — O S3 s 0 0 X3,n
Xk,n+1 0 0 cee Sk 0 Xk,n
veya kisaca
Xpa1 = Lx, (11)

sistemi ile belirlenebilir. Burada L matrisi Leslie matrisi olarak adlandirilir.




Bu lineer denklem sistemi Leslie matrisinin 6zdegerleri ve karsilik gelen
ozvektorleri bulunarak ¢dziilebilir. Bunun igin det(L —A/) =0
karakteristik denklemi dogrudan ¢dziilebilir veya (11) sistemi ilk yas
sinifindaki disilerin sayisini veren degiskene gore yiiksek basamaktan tek bir
denkleme doniistiiriilebilir ki bunun icin ikinci denklemden baslarsak;

X2,n+1 = S2X1,n

X3,n+1 = S3Xo.n
5352X1,n—1

Xk.n+l = SkXk—1,n

SkSk—1Xk—2,n—1

= SkSk—1"' " S2X1,n—k—2

elde ederiz. =y




Eger dogumdan i-yinci yas sinifina kadar canh kalan disilerin kesrine
l; = s15) - - - s; dersek ve f; = b;l; alirsak, bu durumda (11) sisteminin ilk
satin

X+l = fixin + Xt n-1 4+ Xt n—kt1 (12)

seklini alir. Burada n > k kabul ediyoruz ki bdylece (n+ 1) sayimda
sayilan tiim disiler ilk sayimdan sonra dogmus olurlar.

(12) de x1,, = A" déniisiimii yapilip, denklem A" ile béliiniirse, hem
gercel hem de karmasik eslenik koklere sahip olabilen,

k .
Y AT =1 (13)
j=1

Euler-Lotka ayrik denklemi elde edilir.




A 6zdegeri belirlendikten sonra, karsilik gelen v 6zvektorii Leslie matrisi
kullanilarak

S1 b1 —A 51 b2 81 bk,1 51 bk %1 0
52 —A - 0 0 Vo 0
0 S3 c 0 0 V3 — 0
0 0 e Sk —A Vi 0

sisteminden bulunabilir.




v = e JAK alip, son satirdan vi_1 = Av, /s, = M/ A Kse = 1 /AL
ve boylece son satirdan basa dogru giderek, vx_o = lx_» A2
Vi = /1/}\ yani

vi= /A (i=1,2,.. k)

elde edilir. Ardisik iki yas sinifinin oranini olusturarak, bu sonuctan ilging
bir anlam ¢ikarabiliriz. Eger A bir baskin 6zdeger(ve niifusta oldugu gibi
gercel ve pozitif) ise, bu durumda asimptotik olarak

Xis1,n/Xin ~ Vig1/Vi
= sip1/A

elde ederiz. {s;} canli kalma oranlarini sabit tutarsak, bu durumda daha
kiiciik pozitif A daha biiyiik bir oran gercekler: az biiyiiyen (veya azalan)
niifus daha hizli biiyiiyen niifusa gére bagil olarak daha yash bireylerden

olusur.
=




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Eger basitce bir niifusun biiyudiigiinii veya azaldigini belirlersek, disilerin
disi yavru dogurma net beklentisi olarak tanimlanan temel iireme orani Ry
I hesaplayabiliriz. Eger disi 6lmeden hemen 6nce dogurursa, duraganhk
olusur. Eger Ry > 0 ise, bu durumda niifus biiyiir. 3¢ < 0 ise, bu
durumda niifus azalir. Ry, bir disinin tiim yas siniflar iizerinden toplanan,
dogurmasi beklenen disi yavrularin sayisina esittir, yani

k
Ro =) .
i=1

Yaklasik olarak esit sayida erkek ve disiye sahip bir niifus icin g = 1 in
anlami bir disinin tiim hayati boyunca ortalama iki yavru dogurmasidir.
(Fakat insan niifusu i¢in, bu degerin 2.1 olmasi sézkonusudur, ¢iinkii
dogurganlk yasina gelmeden cocuklarin 0.1/2.1 ~ 0.047 yani yaklasik
olarak %5 inin 6ldiigii tahmin edilmektedir. Ulkelerin gecmisteki
demografik yapilar ve gelecekteki tahmini demografik yapilar igin
http://www.census.gov sitesine bakilabilir.)
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali siirekli model I

Bir yas sinifinin (sayimlar arasindaki uzunluga da esit olan) At grup
uzunlugu sifira gidecek sekilde (12) ayrik modelini géz &niine alarak bir
stirekli-zaman modeli olusturabiliriz. n > k i¢in esitligi

k
X1,n = Z fixl,nfi (14)
i=1

seklinde yazilabilir. Ayrik modeldeki ilk yas sinifi iki ardisik sayim arasinda
dogan disileri icermektedir. Siirekli modelde karsilik gelen fonksiyon ise
x1,n = B(t,)AT olmak iizere tiim niifusun disi dogum orani B(t) olacaktir.
Eger n—yinci sayimin bir t, = nAT zamaninda yapildigini varsayarsak, bu
durumda xq ,—; = B(t, — t;)AT olur. f; = b;l; parametresinin siirekli
model karsiligini belirlemek icin, T yasina kadar canli kalan yenidogan
disilerin oranini veren yasa—bagli yasam fonksiyonu y(T) yu, ve T ve
T + AT yaslari arasinda bir disinin dogurdugu ortalama disi sayisini vereﬁ”—@
yasa-bagl dogurganlk fonksiyonu m(7) yu tanimlayalim. %
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Yasa-bagli net dogurganlik fonksiyonu f(7) = m(7)y(7) ve T; = iAT ile
birlikte
fi =f(T))AT

esitligine sahibiz. Bu yeni tanimlarla (14) esitligi
k
B(ta)AT =Y f(1;)B(t, — t;)(AT)?
i=1

seklini alir. Esitligi At ile boliip, t; = T; yi gbz 6niine alirsak sag taraf bir
Riemann toplamina donisiir. t, = t alip, disi dogurganlhk yasinin
maksimumundan biiyiik T lar i¢cin f(7) = 0 dersek, AT — 0 durumunda
(14) denklemi

B(t) :/ B(t — 7)f(7)dT (15)
0
esitligine doniisiir. @




(15) denkleminde B(t) = e alirsak, denklem
e’ = / f(t)e' " Tdr
0

seklini alir. Denklemi e’ ile bolersek, Euler-Lotka denkleminin siirekli
formu olan

/Ooo f(t)e"dr=1 (16)

esitligini elde ederiz. (16) denklemi, yasa bagl net dogurganlik fonksiyonu
f(7) verilmek iizere, r ye gore bir integral denklemidir. (7) negatif
olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere, (15) denkleminin tek bir r.
gercek kskiiniin var oldugu ve niifusun e ye asimptotik olarak biiyiidiigii
(r. > 0) veya azaldigi (r. < 0) ispatlanabilir. Niifus biiyiime orani r, asil
biiyiime orani veya Malthusyan parametresi olarak adlandirlir.

Bi)%lloji ve éiyokimy:a ModeT:feri - C\4bv/
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F(r) = / f(t)e"TdT—1 =0 (17)
0
dersek, Newton yontemi ile, bir r = xp tahmini ile baslayarak, ¢6ziimiine
Xpn+1 = Xp — F(Xn)
n+ n F,(Xn)

/ f(t)e*Tdt —1
0

/ Tf(T)e > Tdt
0

— X+ n=012.

ardisik iterasyonlari ile yaklasabiliriz.

Asimptotik olarak kararl bir yas yapisina erisildikten sonra, niifus biiyiimesi

e iistel biiyiimesine benzer davranir ki bu da r, in kisi basi sabit dogum

orani b ve 8liim orani d den bulunabilecegini énermektedir. Gercekten, b
¢ cekten, B,

(7N

ve d nin ifadelerini elde ederek r, = b — d oldugunu goésterebiliriz. ‘:\&_},
¥

o LB = 4= = 9D
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