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GIRIS
Onceki boliimde, niifusun zamana gore siirekli bir fonksiyon olarak
degistigini kabul eden temel niifus modelleri tizerinden, kararhlik analizi
kavramlarini tartistik. Halbuki niifusu evreye, sayiya veya yasa gore
planlamak, 6rnegin devletlerin ekonomik gelisimlerini planlamalarina veya
tilkelerin niifus dinamigini daha iyi analiz edebilmelerine yardim eder.
Bunun yanisira, bircok biyolojik tiiriin niifus modelini sayiya veya
yasa—dayali kurmak daha gercekei goriinmektedir. Ayrica, bulasic
hastaliklarin yayilimini modellemek de ilgi cekici gériinmektedir. Ciinkii
salginlari kontrol altinda tutmak veya 6nlemek giiniimiizde iilkelerin 6nemli
ekonomik ve saglik problemlerinden biri durumuna gelmistir.
Bu béliimde;

@ saylya veya yasa bagh modeller,
@ bulasici hastaliklarin yayihmi ve
@ biyokimyasal modeller

uzerinde calisacagiz.
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NUFUS MODELLERI

NUFUS MODELLERiI

Niifus modelleri evreye, sayiya veya yasa gore planlanabilir. Ornegin,
niifusun ¢ocuk ve yetiskin olarak iki gelisim evresine gére diizenlendigi
evreye-dayal bir model kurulabilir. Evreye dayali modeller bircok gelisim
evresi icerebilirler. Bocekler icin gelisim evreleri; yumurta, kurtcuk (larva),
yavru (pupa) ve yetiskin evreleridir. Sayiya dayali modellerde bireyler boyut
veya agirlikla dlciilebilen sayilara gore siniflandirilabilirler. Ornegin balik
niifuslarinda yapi degiskeni cogu zaman boyuttur. Yasa-dayali modellerde
niifus yas gruplarina ayrilir. Ornegin insan demografisinde bu 5-10, 10-15
v.s. gibi 5 yillik yas guruplari olabilir. Evreler, yaslar veya boyutlar
arasindaki dinamik etkilesimler niifus yapisinin zamana gore nasil
degistigini belirlemektedir.
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NUFUS MODELLERI Sayiya dayali model

Sayiya dayalh model: Ladin kurdu'

Kanada ormanlarinin temel problemlerinden biri, aga¢ kurtlarinin verdikleri
zararlar olup, Ludwig ve arkadaslari (1978) ladin agaci kurtlarinin niifus
dinamigi icin asagidaki modeli 6nermislerdir:

dN N

— =rgN(1——)—f(N

= reN(— ) = F(N)
Burada rg kurtlarin dogrusal dogum orani ve Kg de agaclardaki mevcut
olan yiyecek kaynaginin yogunlugu ile iliskili olan tasima kapasitesini
gostermektedir. f(N) fonksiyonu ise kurdun avcisini (genellikle kuslar)
temsil etmekte olup, sekildeki niteliksel yapiya sahiptir. 7
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Figure: f(N) nin nitel yapisi. N¢ sinir degerinden kiigiik niifuslar i¢in avcinin
yemi azdir, biiyiik niifuslar icin yem fazladir.




I S SRS 52)'y2 dayal model

N kurt niifusunun az yogunlukta olmasi durumunda, baska yerlerde yiyecek
arayacaklari icin, avcilarin niifuslari azalir. Kurt niifusunun yogunlasmasi
durumunda ise avcr niifusu da artar. Bdylece f(N) i¢cin uygun bir
fonksiyon, A ve B pozitif sabitler olmak iizere BN?/ (A2 + N2) olabilir.
Bu durumda, yukaridaki genel model

dN N BN?
— = IB N

g~ BN T m e ®

seklini alir. Bu denklem rg, Kg, A ve B parametrelerini icermekte olup, A
ve Kg parametreleri /V ile ayni boyuta sahiptir. rg nin boyutu [T ] ve B
nin boyutu ise [NT 1] dir. A parametresi avcinin doniim yaptigi N¢ esik
degerinin bir olciisiidiir.

[m] = = =
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Modeli birimlerden bagimsiz yapmak igin, boyutsuz terimler cinsinden ifade
edelim (Bkz. Kesim 3.3). Bunun igin,

N Arg Kg Bt

— = — = — = — 2
1P q = (2)

v B A

alip, bu boyutsuz terimleri (1) denkleminde kullanirsak,

2
dN:ru(l—H) u

dt g 142

denklemini elde ederiz. Denge ¢coziimleri acikca, u = 0 veya

u u

1——)=—— 4

esitligini saglayan u degerleridir. (4) esitligi iigiincii dereceden bir polinoma
karsilik gelmekte olup, analitik ¢éziimleri olduk¢ca karmasiktir. m
L=

o 9 z = = 9ac



u : uo .
Coziimler r(1 — —) dogrulari ile ——— egrisinin kesim noktalari olup,
q 14 u?

konumlari grafiksel olarak asagidaki sekilde gosterilmistir. Sekildenden de
goriilecegi gibi, r ve g nun degerlerine bagl olarak bir, iki veya lic ¢c6ziim
elde edilebilir.

Figure: Ladin kurdu modelinin denge noktalari. r kiiciik iken bir tane denge
noktasi vardir. r biiyiidiikge denge noktasi sayisi ikiye ve daha sonra iice glkarm

L &)
ve son denge nokasi kararli olup ortadaki ise kararsizdir. ‘s%

T 807
=] (=) = E Qe

it
S



N VNN Soviva dayalimedel
Oklar ¢dziimiin zamanla nasil degistigini gostermektedir. u; den daha az niifus
icin dN'/dT > 0 yani N artan ve uy ve uy arasindaki niifus icin dV/dt < 0
yani N azalan olup u; denge noktasi kararhidir. Benzer sekilde 1y ve 13
arasindaki niifus icin dN/dT > 0 yani N artan ve u3 den daha bilyiik niifus icin
dN/dTt < 0 yani N azalan olup u3 denge noktasi da kararhdir. w, noktasi ise
kararsizdir.

vuz e

dN u Ll2 ] N
(1—g) — 11z nun grafigi. =
o T = 4= = . 9D

Figure: - =ru




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci

cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.
@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci

cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.

@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

@ Evrimsel biyologlarin bir tiirtin yasam siirecini anlamalarina yardim
edebilir.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci

tavsanlari problemi (altin oran, siirekli kesirler ve ayciceginin buyume5|)y
cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek

??
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.
@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

@ Evrimsel biyologlarin bir tiirtin yasam siirecini anlamalarina yardim
edebilir.

@ Yavrularin farkli zamanlarda dogmalarinin sonucu olusur.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci
tavsanlari problemi (altin oran, siirekli kesirler ve ayciceginin biiyiimesi) yes,
cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek ;
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa dayali model'

Yasa dayal niifus dinamigi calismalarinin 6nciilerinden birisi Leslie
(1900-1974) tarafindan verilen birinci basamaktan lineer fark
denklemlerinden olusan bir matris sistem modelidir.

@ Yasa dayali model bir yapisal modeldir.

@ Ekonomik planlamalara yardim eder.

Evrimsel biyologlarin bir tiiriin yasam siirecini anlamalarina yardim
edebilir.

@ Yavrularin farkli zamanlarda dogmalarinin sonucu olusur.

@ Eger farkh yaslardaki ortalama dogum veya &liim oranlari sabit ise, bu
durumda kararli bir yas-yapisi olusur. Fakat, dogum veya 6liim
oranlarindaki hizli bir degisim yas-yapisinin dagilimda kaymalara neden
olur.

Matematiksel biyolojinin en eski problemlerinden biri olan Fibonacci
tavsanlari problemi (altin oran, siirekli kesirler ve ayciceginin biiyiimesi) yes,
cift cinsiyetli solucan modeli incelenecek AW
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Fibonacci tavsanlari I

italyan matematikci Fibonacci tarafindan 1202 yilinda su bulmaca
sunulmustur:

Bir ¢iftgi yeni dogmus bir disi-erkek tavsan ¢iftini bir kiimese
birakir. Tavsanlarin ¢iftlesme yasina gelme siireleri bir aydir.
Ciftlesmeden bir ay sonra disiler birer cift (bir disi-bir erkek)
tavsan dogurmaktadirlar ve tekrar ciftlesmektedirler. Hic bir
tavsanin 6lmedigini kabul edelim. Bir yilin sonunda kag ¢ift

tavsan olur?




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Xp, n-yinci ayin basida, yeni dogan tavsanlarin ardindan sayilan tavsan cifti
sayisini gostersin. Boylece 13-iincii ayin basinda sayilan tavsan sayisi
problemin coziimii olacaktir. ilk ayin basindaki yeni dogan cift sayisi 1
oldugu icin ve ikinci ayin basinda heniiz yeni dogan cift olmadigi igin (bir
ay sonra doguracak bir adet eriskin cift var) x; = 1 ve xo = 1 dir. Ugiincii
ayin basinda niifus x3 = x» 4+ x; olup, 6nceki aydan gelen x, tavsan ciftini
(ki 1 adettir) ve simdi dogum yapacak eriskinlikte olan x; disi tavsanin
dogurdugu yeni dogan x; tavsan ciftini (ki 1 adettir) icermektedir. Genel
olarak

Xpt1 = Xp + Xn—1 (5)

olur. Boylece
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, ...

Fibonacci dizisini elde ederiz. O halde 12 ayin sonunda x;3 = 233 (144
yetiskin ve 89 yeni dogan) tavsan olur.

- - Biyoloji_ve Biyokimya Modelleri 13 /
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Xp+1 = Xp + Xp—1

ikinci basamaktan sabit katsayil bir fark denklemi olup, x, = A"
formunda bir ¢c6ziim arayarak, denklemin genel ¢éziimiinii bulabiliriz:
x, = A" yazarsak

ATE AT A —1)=0

olup, buradan

14++5 1-+5
;0 M=

coziimlerini elde ederiz. Denklem (5) lineer oldugundan dolays,

A=

Xp = Cl)L? + CQ)Lg

genel ¢dziim olur.




Fibonacci dizisini xg = 0 ile genisleterek, xp = 0 ve x; = 1 kosullarini
kullanirsak;

a+o =0
A+ oAy = 0

olup, buradan ¢; = 1/4/5 ve ¢ = —1//5 buluruz. Boylece

(=) ()]

1

X, =
G

elde ederiz.




1++5 1-+/5

=1.618... ve ¢ = — 5 =d-1=0.618...

dersek, bu durumda A; = @, A, = —¢ dir. Ayrica ®> — P —1 =0
oldugundan ®> —® =1veya® —1=1/P = ¢ olup

X, = % [CI)” + (_1)n+1(Pn]
— % [an + (_1)n+1q)—n]
— iq)n [1 + (_1)n+1q)—2n] (6)

V5

bulunur. Buradan, n — oo icin x, — ®"//5 ve x,.1/x, — ® oldugu
goriilmektedir.




o = %g = 1.618... sayisina altin oran denir. x > y olmak lizere, eger

X+y X

= ™
X y

esitligi saglaniyorsa (yani iki sayinin toplaminin biiyiik sayiya orani, biiyiik

sayinin kiiciik saylya oranina esit ise) x ve y sayilari altin orana sahiptir

denir. (7) esitliginden

X+y
X

1+2 =
X

1
14— =
+<I>

B < IX<IX

olur. @ sayisi, bazen, irrasyonel sayilarin en irrasyoneli olarak da o
2\
adlandinlir. =




Neden bu adlandirmanin yapildigini anlamak igin, siirekli kesirlerden olusan
rasyonel sayilarla irrasyonel sayilara yaklasim veren asagidaki algoritmayi
g6z 6niine alalim: n; ler pozitif tamsayilar olsunlar. Pozitif x irrasyonel
sayisina yaklasim yapmak i¢in asagidaki esitsizlikleri gercekleyen en biiyiik
n; leri secelim:

X>da =m
X<112:I'I1'|‘ni2
x>a3:n1+—11—
np+—
ns
x<a4:n1+—11—
mt— T
3+ o




NUFUS MODELLERI

Yasa dayali model

n; leri hesaplayan basit bir algoritma mevcuttur. ilk olarak a; = n; sayisi x
in tamsayi kismidir. x — a; kalani hesaplanip, bunun tersi olan 1/(x — a;)
alinabilir. Bu tersin tamsayi kismi ny dir. Tekrar 1/(x —ay) — np kalani
hesaplanip, tersi alinabilir. Bu tersin tam kismi n3 diir. Bu algoritmayi

kullanarak 71 = 3.141592654... nin daha iyi ardisik rasyonel yaklasimlarini

bulabiliriz:
a lar kalan 1/kalan
a; =3 0.141592654 | 7. 062513285
1
ap=3+-=2 0.062513285 | 15. 99659976
7 7
1
a3 =34 _——7 =33 0.99659976 | 1. 003411841
(+ 1=
7+ —
15+ 1

Boylece 7t sayisina {3, 22/7, 333/106, 355/113, ...} rasyonel yaklagim &

dizisi elde edilir.
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UV NN osadayalimodel
Benzer sekilde ¢ = 1.61803399... sayisina bir rasyonel yaklasim yapalim:

a lar kalan | 1/kalan
a; = 1 @ P
Bn=1+1] ¢ )
Boylece
1
1+ —

1+ =

yani, tim n; degerleri 1 olup, bu ® ye yavas bir yaklasimdir. Bir baska
yaklagim, ®> — ® — 1 = 0 denkleminden ®? = 1 + ® ve buradan (® >0
icin) ® = /1 + ® olup, ® nin ardarda sol tarafta yazilmasiyla

b = \/1—|-\/1—|-\/1+...
iterasyonlarindan elde edilebilir.




N UL U CRUCIBERRRRI  Yasa)dayalmedel
Diger bir yaklasim formiilii ®> — ® — 1 = 0 dan ®? = 1 + ® ve buradan

(® #0igin) @ =1+ 1/P olup P nin bu degerini tekrar tekrar sol tarafta

yerine yazarsak,
O=1+;
@:1+E§

Q=1+—11—

1+ T

1+35

yaklasimlarini elde ederiz ki, tiim n; degerleri 1 dir. Bu ardisik kesirlerden

@ vye bir rasyonel yaklasim dizisi olarak
{1,2,3/2,5/3,8/5,13/8, ...}

elde edilir. Bu dizi ardisik Fibonacci sayilarinin oranlaridan olusmakta olup,
NE 2
L=

D)

bu oranin ® ye yaklastigini gérmiistiik.




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Ayciceginde Fibonacci sayilari I

Altin oran, en irrasyonel sayi olarak, dogada beklenmedik yerlerde
beklenmedik sekilde karsimiza ¢citkmaktadir. Bunlardan biri aycicegi
cekirdeklerinin dizilisinde goriilmektedir.

Fibonacci sayilari aycekirdegi yerlesiminde neden gériinmektedir? Bunu
yanitlamak igin, cekirdeklerin olustugu basit bir modeli géz 6niine alalim.
Olusum asamasinda ¢ekirdeklerin ilk énce cicegin merkezine yakin ¢iktigini
ve cicek biiyiidiikge, merkezden disa dogru (radyal olarak) sabit hizda
hareket ettigini kabul edelim. Dairesel cicek basini doldurmak icin;
merkezde olusan her yeni cekirdegin, radyal olarak hareket etmeden 6nce
sabit bir acida dondiigiinii varsayalim. Ayrica, olusacak cigcek basinin
diizgiin yerlesmis cekirdeklere sahip olmasi anlaminda, dénme agisinin
optimum oldugunu kabul edelim.

- - Biyoloji_ve Biyokimya Modelleri 22/
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Déniis acisini 27t« ile gosterelim ve 0 < a < 1 kabul edelim. ik dnce,

n < m, ve nve m ortak bdleni olmayan iki dogal sayi olmak iizere, & nin
n/ m seklinde bir rasyonel sayi olma olasiligini géz 6niine alalim. m tane
dénmeden sonra cekirdekler basladiklar cizgiye geleceklerinden dolayi,
olusan cicek basi m tane dogru iizerinde dizilmis olan ¢ekirdekler
icerecektir. @ = 3/5 olan bu tip bir ¢icek basi sekil (a) da goriilmektedir.

T
1
[] & ]
L5 I ‘l_II ¢
1"... 1 - mTmTEy ..rll
ol - -
.r"-.\ _._"*.‘_‘_‘r"'
* A F Y
P & [
P 4 - ~
- “ f 1 -
i [ e
1
.
) )




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Simdi & nin bir irrasyonel sayi olma olasiligini géz dniine alalim. Bu
durumda ka¢ dénme olursa olsun, cekirdekler basladiklari dogru iizerine
gelemezler. Bu durumda, olusan cicek basi diizgiin yerlesmis cekirdeklere
sahip olmayabilir. Ornegin & = 77 — 3 ise, bu durumda olusan cicek basi
Sekil (b) deki gibi 7 tane saat yéniiniin aksi yoniindeki spiralden olusur. 7
ye iyi bir rasyonel yaklasimin, ondan biraz biiyiik olan 3 + 1/7 oldugunu
yukarida gérmiistiik. Boylece, her yedinci donmede, yeni ¢ekirdek yedi
dénme Onceki ¢ekirdek tarafindan cizilen radyal dogrunun hemen disina
diiser. Bu c¢ekirdekler, biiyiiyen cigcek basi boyunca disa dogru hareket
ederken, her yedi dénmeden sonra saat yoniiniin aksi yéniinde bir spiral
goriintiisii alirlar, ve Sekil (b) deki gibi, ¢icek basinin tamami bu spirallerin
yedi tanesini iceriyor goriiniir.
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Bir ayciceginde en iyi yerlesimle ortaya cikan irrasyonel sayi muhtemelen, 1/ ¢
dir. Ardisik iki Fibonacci sayisinin orani drnegin 21 /34 veya 34 /55 dir. 34/55,
@ ye 21/34 den daha iyi bir yaklasim oldugu icin 55 saat yonii spirali
gozlemlemek, 34 aksi saat yonii spirali goézlemlemekten daha kolay olacaktir ki bu
da gercekten tam olarak bekledigimiz seydir.

i) 50 0 50 100

Figure: &« = 21/34 icin bir aycicek basinin goriintiisii. 34 saat 21 aksi yonlii =
spiral. Grafigin MATLAB kodu Ek B dedir. e




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali niifustaki tavsanlar.

Fibobacci tavsanlari yasa-dayal bir niifus modeli olup, bunu kullanarak
daha genel bir yaklasim yapabiliriz. Tavsanlari yavru ve yetiskin olarak iki
sinifa ayirabiliriz. Burada, yavrular heniiz ¢iftlesemeyen yeni doganlari,
yetiskinler ise en az bir aylik tavsanlari belirtmektedir. ilk ayin basindaki
yeni dogmus bir cift ile baslayarak, ciftlesen disilerin dogurmalarinin
ardindan, takip eden her ayin basindaki niifusu sayabiliriz. n-yinci ayin
basindaki yeni dogan tavsan ciftlerinin sayisini x; , ile ve en az bir aylik
olan ciftlerin sayisini ise x, , ile gosterelim. Her bir yetiskin ¢ift bir yavru
¢ift dogurdugundan, (n+ 1)-inci ayin basindaki yavru cift sayisi n-yinci
aydaki yetiskin ¢ift sayisina esit oldugundan, ve (n+ 1)-inci ayin basindaki
yetiskin cift sayisi n-yinci aydaki yetiskin ve yavru cift sayisina esit
oldugundan dolay,

Xl,n+1 = Xon
X2.n+1 = Xl,n+X2,n

elde ederiz.
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Matris formunda

X1,n+1 01 X1,n
, — ’ 8
(X2,n+1) (1 1)(X2,n> ®
veya vektdr formunda
Xn+]_ — an (9)

olur. Baslangi¢ kosullari, yetiskinin olmadigi ve sadece bir yavru ciftin

oldugu
o — X1,1 o 1
0= x1 ) \O

ile verilecektir.




(9) sistemi, birinci basamaktan bir lineer fark denklem sistemi olup,
¢oziimii x, = A"v seklinde ararsak, sistem

Lv = Av

Ozdeger problemine doniisiir. ve genel ¢coziimii, ¢i, ¢ keyfi sabitler olmak
lizere
X, = ciA{vi+ASvy (10)

seklindedir. Simdi [A1| > |A,| kabul edersek

x, = Af <c1v1+c2 (3\\1> v2>
2

seklinde yazarsak, |A>/A1| < 1 oldugu igin n — oo igin x, — c1Afvy olur.
Yani niifusun uzun siiredeki asimptotik davranisi sadece A; 6zdegerine ve
karsilik gelen vy 6zvektoriine baglhdir. Fibonacci tavsanlari icin 6zdeger ve
Ozvektorleri bulalim:

—A 1
det(L — Al) = det 1 1_A‘——A(1—A)—1—O @
‘vk::;’fé?‘
veya A2—A—1=0 olup, burada Ay = ® ve Ay = -@ ll_)ululnur,: - %@Jy




@ > @ oldugundan yasa-dayali niifusun uzun-siireli asimptotik davranisini
O 5zdegeri ve karsilik gelen 6zvektor belirler. Ozvektorii belirlemek icin

(L=®l)vy =0
veya denk olarak

—d 1 Vi1 o 0
1 1-& vio /L0
sistemini cozersek, ilk denklemden —®v;; + vio = 0 olup, vi1 = 1 alirsak

vip = ®vy; = D elde ederiz. (®? — ® — 1 = 0 oldugundan birinci
denklem ikincinin —® kati olup ikinci denklem saglanmis olur.) O halde

(1)

olur. vi den elde edilen asimptotik yas-yapisi yetiskinlerin yavrulara
oraninin altin orana yaklastigini yani

m X2,n = v /V = g
0% X1 12/ Vi1 @

oldugunu gostermektedir.




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali ayrik model I

Bir ayrik modelde, niifus sayimlari ayrik zamanlarda gerceklenir ve bireyler
dilimlenmis yas siniflarina ayrilirlar. Modelin basitligi icin yas dilimlemeleri

ile sayim siirelerini ayni alalim. (Ornegin bes yilda bir sayim yapmak ve yas
siniflarini 0-4, 5-9 v.s seklinde dilimlemek.) Sayimlarda normalde hem disi

hem de erkekler sayilmakla beraber, burada sadece disileri sayacagiz.

Xi.n, N-yinci sayima gore i-yinci yas sinifindaki disi sayisi; (s1 ilk sayima
kadar canli kalan disi yiizdesi olmak iizere) s;, (i — 1)-inci yas sinifindan
i-yinci yas sinifina gegen (6lmeyen) disi yiizdesi; b;, i-yinci yas sinifindaki
disi basina diisen beklenen disi dogumlarin sayisi; i = 1 ilk yas sinifi, i = k
son yas sinifi olsun. Son yas sinifindan sonra yasayan disi olmasin ve ilk
sayim n = 1 iken yapilsin.
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{Xin+1} lerin {x; ,} ler cinsinden fark denklemlerini olusturacagiz.
Oncelikle, (n+ 1)-inci sayimda yenidoganlar, n-yinci sayim ile (n + 1)-inci
sayim arasinda, farkh dogurganhga sahip, farkl yaslardaki disiler tarafindan
dogurulurlar. Ayrica, bu yeni doganlarin sadece bir kesimi ilk sayimalarina
kadar yasarlar. ikinci olarak, n-yinci sayimda sayilmis olan i-yinci yas
sinifindaki disilerin sadece bir kesimi (n+ 1)-inci sayimda, (/ + 1)-inci yas
sinifinda sayilacak kadar yasarlar. Bu bilgileri uygun olarak tanimlanan
parametrelerle birlestirirsek, {x; ,.1} icin fark denklemleri

Xine1 = S (bixin+ boxon+ -+ bgxk.n)
X2.n+1 = S2X1,n

X3.04+1 = S3X2.n

Xk,n+1 =  SkXk—1,n

Bi)%lloji ve éiyokimy:a ModeT:feri - C%ggv/



X1,n+1 siby siby --- sibk_1 siby X1,n
X2,n41 S o - 0 0 X2,n
X3,n+1 — O S3 s 0 0 X3,n
Xk,n+1 0 0 cee Sk 0 Xk,n
veya kisaca
Xpa1 = Lx, (11)

sistemi ile belirlenebilir. Burada L matrisi Leslie matrisi olarak adlandirilir.




Bu lineer denklem sistemi Leslie matrisinin 6zdegerleri ve karsilik gelen
ozvektorleri bulunarak ¢dziilebilir. Bunun igin det(L —A/) =0
karakteristik denklemi dogrudan ¢dziilebilir veya (11) sistemi ilk yas
sinifindaki disilerin sayisini veren degiskene gore yiiksek basamaktan tek bir
denkleme doniistiiriilebilir ki bunun icin ikinci denklemden baslarsak;

X2,n+1 = S2X1,n

X3,n+1 = S3Xo.n
5352X1,n—1

Xk.n+l = SkXk—1,n

SkSk—1Xk—2,n—1

= SkSk—1"' " S2X1,n—k—2

elde ederiz. =y




Eger dogumdan i-yinci yas sinifina kadar canh kalan disilerin kesrine
l; = s15) - - - s; dersek ve f; = b;l; alirsak, bu durumda (11) sisteminin ilk
satin

X+l = fixin + Xt n-1 4+ Xt n—kt1 (12)

seklini alir. Burada n > k kabul ediyoruz ki bdylece (n+ 1) sayimda
sayilan tiim disiler ilk sayimdan sonra dogmus olurlar.

(12) de x1,, = A" déniisiimii yapilip, denklem A" ile béliiniirse, hem
gercel hem de karmasik eslenik koklere sahip olabilen,

k .
Y AT =1 (13)
j=1

Euler-Lotka ayrik denklemi elde edilir.




A 6zdegeri belirlendikten sonra, karsilik gelen v 6zvektorii Leslie matrisi
kullanilarak

S1 b1 —A 51 b2 81 bk,1 51 bk %1 0
52 —A - 0 0 Vo 0
0 S3 c 0 0 V3 — 0
0 0 e Sk —A Vi 0

sisteminden bulunabilir.




v = e JAK alip, son satirdan vi_1 = Av, /s, = M/ A Kse = 1 /AL
ve boylece son satirdan basa dogru giderek, vx_o = lx_» A2
Vi = /1/}\ yani

vi= /A (i=1,2,.. k)

elde edilir. Ardisik iki yas sinifinin oranini olusturarak, bu sonuctan ilging
bir anlam ¢ikarabiliriz. Eger A bir baskin 6zdeger(ve niifusta oldugu gibi
gercel ve pozitif) ise, bu durumda asimptotik olarak

Xis1,n/Xin ~ Vig1/Vi
= sip1/A

elde ederiz. {s;} canli kalma oranlarini sabit tutarsak, bu durumda daha
kiiciik pozitif A daha biiyiik bir oran gercekler: az biiyiiyen (veya azalan)
niifus daha hizli biiyiiyen niifusa gére bagil olarak daha yash bireylerden

olusur.
=




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Eger basitce bir niifusun biiyudiigiinii veya azaldigini belirlersek, disilerin
disi yavru dogurma net beklentisi olarak tanimlanan temel iireme orani Ry
I hesaplayabiliriz. Eger disi 6lmeden hemen 6nce dogurursa, duraganhk
olusur. Eger Ry > 0 ise, bu durumda niifus biiyiir. 3¢ < 0 ise, bu
durumda niifus azalir. Ry, bir disinin tiim yas siniflar iizerinden toplanan,
dogurmasi beklenen disi yavrularin sayisina esittir, yani

k
Ro =) .
i=1

Yaklasik olarak esit sayida erkek ve disiye sahip bir niifus icin g = 1 in
anlami bir disinin tiim hayati boyunca ortalama iki yavru dogurmasidir.
(Fakat insan niifusu i¢in, bu degerin 2.1 olmasi sézkonusudur, ¢iinkii
dogurganlk yasina gelmeden cocuklarin 0.1/2.1 ~ 0.047 yani yaklasik
olarak %5 inin 6ldiigii tahmin edilmektedir. Ulkelerin gecmisteki
demografik yapilar ve gelecekteki tahmini demografik yapilar igin
http://www.census.gov sitesine bakilabilir.)
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali siirekli model I

Bir yas sinifinin (sayimlar arasindaki uzunluga da esit olan) At grup
uzunlugu sifira gidecek sekilde (12) ayrik modelini géz &niine alarak bir
stirekli-zaman modeli olusturabiliriz. n > k i¢in esitligi

k
X1,n = Z fixl,nfi (14)
i=1

seklinde yazilabilir. Ayrik modeldeki ilk yas sinifi iki ardisik sayim arasinda
dogan disileri icermektedir. Siirekli modelde karsilik gelen fonksiyon ise
x1,n = B(t,)AT olmak iizere tiim niifusun disi dogum orani B(t) olacaktir.
Eger n—yinci sayimin bir t, = nAT zamaninda yapildigini varsayarsak, bu
durumda xq ,—; = B(t, — t;)AT olur. f; = b;l; parametresinin siirekli
model karsiligini belirlemek icin, T yasina kadar canli kalan yenidogan
disilerin oranini veren yasa—bagli yasam fonksiyonu y(T) yu, ve T ve
T + AT yaslari arasinda bir disinin dogurdugu ortalama disi sayisini vereﬁ”—@
yasa-bagl dogurganlk fonksiyonu m(7) yu tanimlayalim. %
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Yasa-bagli net dogurganlik fonksiyonu f(7) = m(7)y(7) ve T; = iAT ile
birlikte
fi =f(T))AT

esitligine sahibiz. Bu yeni tanimlarla (14) esitligi
k
B(ta)AT =Y f(1;)B(t, — t;)(AT)?
i=1

seklini alir. Esitligi At ile boliip, t; = T; yi gbz 6niine alirsak sag taraf bir
Riemann toplamina donisiir. t, = t alip, disi dogurganlhk yasinin
maksimumundan biiyiik T lar i¢cin f(7) = 0 dersek, AT — 0 durumunda
(14) denklemi

B(t) :/ B(t — 7)f(7)dT (15)
0
esitligine doniisiir. @




Yasa dayali model

(15) denkleminde B(t) = e alirsak, denklem
e’ = / f(t)e' " Tdr
0

seklini alir. Denklemi e’ ile bolersek, Euler-Lotka denkleminin siirekli
formu olan

/Ooo f(t)e"dr=1 (16)

esitligini elde ederiz. (16) denklemi, yasa bagl net dogurganlik fonksiyonu
f(7) verilmek iizere, r ye gore bir integral denklemidir. (7) negatif
olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere, (15) denkleminin tek bir r.
gercek kskiiniin var oldugu ve niifusun e ye asimptotik olarak biiyiidiigii
(r. > 0) veya azaldigi (r. < 0) ispatlanabilir. Niifus biiyiime orani r, asil
biiyiime orani veya Malthusyan parametresi olarak adlandirlir.

%
5
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F(r) = / f(t)e"TdT—1 =0 (17)
0
dersek, Newton yontemi ile, bir r = xp tahmini ile baslayarak, ¢6ziimiine
Xpn+1 = Xp — F(Xn)
n+ n F,(Xn)

/ f(t)e*Tdt —1
0

/ Tf(T)e > Tdt
0

— X+ n=012.

ardisik iterasyonlari ile yaklasabiliriz.

Asimptotik olarak kararl bir yas yapisina erisildikten sonra, niifus biiyiimesi

e iistel biiyiimesine benzer davranir ki bu da r, in kisi basi sabit dogum

orani b ve 8liim orani d den bulunabilecegini énermektedir. Gercekten, b
¢ cekten, B,

(7N

ve d nin ifadelerini elde ederek r, = b — d oldugunu goésterebiliriz. ‘:\&_},
¥

o LB = 4= = 9D




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Ciftcinsiyetli bir solucanin kulucka boyutu.

Genellikle dogal ayiklanma ile, evrimin r, Malthusyan parametresinin en
biiyiik oldugu niifusla sonuclanacagi ve dogal ayiklanmanin bu niifusu
olusturacak disilerin lehine olacagi kabul edilmektedir. "Caenorhabditis
elegans", biyologlarin {izerinde siklikla calistigl bir model organizmadir.
Yaklasitk 1000 hiicreden olusan cok hiicreli organizmalarin en basitlerinden
biridir. Cogunlukla disi olup, i¢ sperm iireterek kendi yumurtalarini
délleyebilen solucanlar ve cok az da olsa yavru iiretmek icin
ciftcinsiyetlilerle ciftlesmek zorunda olan erkekler.

Tipik bir solucan kisirlasmadan &nce yaklasik 250 — 350 déllenmis yumurta
uretmektedir. Dogal ayiklanma nedeniyle, bir solucanin hayati boyunca
uretecegi yavrularin belli anlamda optimal olma zorunda oldugunu kabul
etmek akla uygundur. Ciftcinsiyetli bir solucanin kulugka boyutunu
incelemek icin, bir yasa—dayali modelin nasil uygulanacagini gérelim.
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Solucan icin bir matematiksel model gelistirmeden 6nce hayvanin yasam
siireci hakkinda daha fazla ayrinti bilmemiz gereklidir: t = 0 aninda
déllenmis yumurta olusur. Yavrunun biiyiime dénemi sirasinda gelismemis
solucan doért larva evresinden gecer. Dérdiincii evrenin sonuna dogru ve
yetiskinlige gecmeden 6nceki son déniisiimiin hemen ardindan ciftcinsiyetli
solucan daha sonra kullanmak icin sperm iiretir. Solucan daha sonra
yumurta dretip, rettigi spermlerle yumurtayi asilayarak yumurtlar. Tim
spermler kullanildiktan sonra yumurta dretimi durur. Yavrunun biiyiime
evresinin 0 < t < g araliginda, sperm iiretiminin g < t < g + s araliginda
ve yumurta dretimi, asilama ve yumurtlamaninda g +s<t<g-+s+e
araliginda olustugunu kabul edelim.

sperm yumurta

0 g g+s g+s+e

yavru yetiskin

Figure: Bir ciftcinsiyetlinin basitlestirilmis bir zaman giz, isi. i
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g | biiylime siireci 72 sa.
s | sperm iiretme siireci 11.9 sa.
e | yumurta utiretme siireci | 65 sa.
p | sperm iiretme orani 24/sa.
m | yumurta iiretme orani | 4.4/sa
B | kulugka boyutu 286 ad.

Solucanin yasam-siireci modelinin tahmini parametreleri




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Solucanin sperm iiretimini neden sinirladigini anlamak istiyoruz.
Biyologlar disi ve erkekleri onlarin boyutlarina ve iireme hiicrelerinin
metabolik maliyetine gére tanimlamaktadirlar: spermler ucuz yumurtalar
ise pahalidir. Bu nedenle ilk bakista, bir solucanin iirettigi yavrularin neden
uretilen yumurta sayisindan ziyade, iiretilen spermle sinirli oldugu bir
bilmecedir. Solucanin daha fazla sperm iiretmesinin metabolizma disinda
gizli bir maliyeti olmak zorundadir. Temel biyolojiyi anlamak icin iki kisit
durumunu g6z 6niine almak aciklayici olacaktir: birincisi hic sperm
uretilmemesi, ikincisi ise sonsuz sayida sperm {iretimi durumu. Birinci
durumda sperm olmamasi ve ikinci durumda da yumurta olmamasi
nedeniyle solucan her iki durumda da yavru iiretmez. Daha fazla sperm
daha fazla yavru anlamina gelmesine ragmen daha fazla sperm ayni
zamanda gecikmis yumurta tretimi anlamina da geleceginden dolayi,
solucanin yumurtlamadan &nce sperm iiretmesi bir uzlasma durumudur.
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Dogal ayiklanmanin en biiyiik r Malthusyan parametresi ile niifus olusturacak
sekilde solucanlari evrimlestirdigini varsayacagiz.
Kulugka boyutu, iiretilen sperm sayisina ve ayni zamanda yumurtlanan yumurta
sayisina esit olup, bdylece

B = ps = me (18)
olur. m(T) yasa—bagli doguranlik fonksiyonu ve y(T) da yasa—bagli yasam
fonksiyonu olmak tizere, r ye gére Euler—Lotka siirekli denklemi (16),
f(t) = m(T)y(T) igin bir model gerektirmektedir. y(T) fonksiyonu
y' (1) = —pu(7)y(7) diferensiyel denklemini saglamakta olup, basitlik icin, d
yastan bagimsiz kisi basi 6liim orani olmak tizere, yasa—bagl 6lim fonksiyonu igin
11(T) = d kabul edelim. Daha agik¢asi solucanlarin yumurtlama sirasinda yaslilik
nedeniyle degil, avci, aclk, hastalik ve diger yastan bagimsiz nedenlerle ldiiklerini
kabul edelim. Bu makal bir kabuldiir ¢iinkii laboratuvarda solucanlarin
spermlerinin bitmesinden sonra haftalarca yasayabildikleri gézlemlenmistir.
Denklemi denklemini y(0) = 1 baslangi¢c kosulu altinda ¢ézersek

y(r)=e" "

elde ederiz.
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Yasa—bagli dogurganlik fonksiyonu m(7), AT yas araliginda iretilen
yavrularin beklenen sayisi m(T)AT olacak sekilde tanimlanir. Solucanin
g +s <1< g+ s+ e yaslarinda sabit bir m oraninda yumurtladigini
varsayarsak,

_fm gt+s<Tt<g+t+s+te
m(7) = { 0, diger zamanlarda

olur. (18), (19) ve (20) kullanilirsa, Euler—Lotka denklemi (16)
/ f(t)e""dt = / m(T)y(t)e ""dt
0 0

me t)Tdr =1 (21)

/g+B/p+B/m

g+B/p

seklini alir. m




integral degeri hesaplanirsa

me_(H_d)TdT

g+B/p+B/m
1 = /

g+B/p

= M ep)r+d) [1 _ g R(r+d)
r—|—d‘E ’ [1 ¢ ]

veya
(r+d)e®+2)+d) — [1 - e‘g(’“’)} (22)

olur.




Son esitlik r = r(B) kapali formunda yazilabilir. r = r(B) denkleminin B
nin bazi degerleri icin bir maksimuma sahip oldugunu géstermek icin g, p,
ve m nin Tablodaki degerleri ile,

F(r) = (r+ d)ele ) [1 — e=fir+)]

alip, verilen bir B degeri icin r = ry baslangic tahmini ile baslayip,

F(ra)
'n41 = I'n — F/(r )
n

iterasyonlari ile r ¢dziimiine yaklasabiliriz. Verilen B degerleri i¢in r = r(B)
nin grafigi Sekilde verilmistir. r nin maksimum degerinin deneysel
degerlerin %53 iine karsilik gelen B = 152 civarinda oldugu goriilmektedir.




Figure: r = r(B) nin grafigi. B = 152 kulucka boyutu civarinda Malthusyan
biiyiime orani r maksimumdur.




r nin maksimum oldugu B degeri icin dogrudan tek bir denklem de
belirleyebiliriz. B ye bagli tek deger r olmak iizere, (22) denkleminde B ye
gore tiirev alarak, dr/dB = 0 maksimum olma kosulunu kullanirsak,

(r+d)el8t9)td) = pe=f(rtd) (23)

elde ederiz. (22) denklemini (23) denklemine oranlarsak,

m B
_ M =2 (r+d)
1= [e 1} (24)
veya buradan
_m P
r+d_B|n(1+m) (25)

buluruz. (25) esitligi (22) veya (23) esitliginde kullanilirsa,

%(1+%>$+”§ In (1+%) =_Pm (26)

=otm

olur. i&%} ‘




(26) denklemi boyut analizi ile ii¢c parametreye indirgenebilir. x = mB/p
ve y = mg boyutsuz parametreleri ile (26) denklemi

ty

1 B\ & B B

seklini alir. Uc tane boyutsuz x, y, ve B parametresinden ikisi verildiginde
(27) denklemi ya y = y(x, B) den acik olarak ya da Newton ydntemi ile
coziilebilir. Tablodan elde edilen x ve y degerleri x = 52.5 ve y = 317 dir.
B =286 icin y = y(x) ¢dziimii, carpi ile gosterilen deneysel (x, y) degeri
ile birlikte Sekilde gosterilmistir.




. . M L
5 10 18 20 25 30 35 40 45 S0 55
x

Figure: B = 286 kulucka sayisi ile y nin x e gore (27) esitliginden elde edilen

¢oziim egrisi. B, m, p, g degerleri Tablo 1 den alinmistir. Carpi, carpili cember \
ici bos cember sirasiile f =1,1/3 ve 1/8 i¢cin y = mg ve x = mfB/p ye ka@
¥

gelmektedir. z
O 4@ =  ZTr 29




NP REEI Vo5 dayali model
Teorik sonug ile deneysel veri arasinda goriinen biiyiik fark modeldeki
temel kabulleri sorgulamamiza neden olmaktadir. Cutter (2004) tarafindan
Onerilen, "ergen yasta liretilen sperm oranini sabit tutup, yetiskin
iken iiretilen toplam sperm sayisimi maksimum yapma" kabulii
deneysel veriyle teorik sonu¢ arasinda bir uyum saglamistir. Bu nedenle
Sekilde goriildiigii gibi, toplam sperm iiretme siireci s yi yavru(ergen) (sg)
ve yetiskin (sy ) sperm iiretme siireci olarak s = sg + sy seklinde iki
parcaya bdlelim.

sperm yumurta

0 gBbe g g+sy grse

yavru yetigkin

Figure: Bir ciftcinsiyetlinin daha diizgiin bir zaman ¢izgisi.
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f yetiskin olarak iiretilen sperm oranini ve 1 — f de ergen olarak iiretilen
sperm oranini gostermek iizere

se=(1—"f)s, sy=fs (28)

olur. Boylece
sy =fB/p

olmak iizere, (20) esitligindeki yasa—bagli dogurganlk fonksiyonu

| m, gt+tsy<t<g-+sy+te
m(t) = { 0, diger zamanlarda

seklini alir. Bu durumda (21) denkleminde p — p/f degisimi olur. Bu
déniisiim ile (27) sonucunun x = mfB/f olmak iizere yine gecerli oldugu
goriiliir. f = 1/8 e karsilik gelen bos cember teorik sonucla deneysel
sonucun neredeyse cakistigini géstermektedir. f = 1/3 Cutter’in dnerisi
olup, sekildeki carpili cembere karsilik gelmektedir ki bu deneysel sonuc
f =1 e karsilik gelen agik cemberden yine daha yakindir.
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BULASICI HASTALIK MODELI

BULASICI HASTALIK MODELiI

Birinci diinya savasi sonrasinda Avrupa'da ortaya cikan ve ispanyol gribi
olarak adlandirilan grip salgini sonucu diinya ¢apinda 50 — 100 milyon arasi
insan dlmistii. 1980 lerden sonra gériinen AIDS viriisii nedeniyle de 25
milyondan fazla insanin dldugi bilinmektedir. Son zamanlarda da SARS,
kus gribi, domuz gribi, ebola gibi epidemikler giiniimiiziin kiiresellesen
diinyasinda ¢ok hizli sekilde yayilarak pandemik haline déniismekte ve
diinya capinda ¢liimlere yol agmaktadirlar.

Bu kesimde, endemik(yerel salgin), epidemik(bdlgesel salgin) veya
pandemik(kiiresel salgin) halindeki bulasici hastaliklarin en temel
matematiksel modellerini inceleyecegiz.

- - Biyoloji_ve Biyokimya Modelleri 56/
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En basit bulasici hastalik modelinde insanlari iki sinifa ayirabiliriz: Hastalik
bulasmasina duyarh kisi(Susceptible) ve hastalik bulasmis/tasiyici
(Infective) kisi. Duyarli kisinin hasta olmadigini ve tasiyicinin hasta
oldugunu diisiinebiliriz. Duyarl kisi tasiyici ile temasa gectiginde hasta
olabililecektir. Burada, her bir insanin diger bir insanla temasi olma sansi
esit olacak sekilde niifusun yapilandigini varsayiyoruz.




BULASICI HASTALIK MODELI  SI modeli

At zamaninda hastalik bulasan insanlarin sayisini géz 6niine alalim. Ragele
bir tastyicinin rasgele bir duyarl insana At zamaninda hastalik bulastirma
olasiligina BAt diyelim. Bu durumda, S duyarli ve / da tasiyici insan
sayisini gostermek tizere, At zamaninda toplam niifustan yeni hastalik
bulasanlarin beklenen sayisi BAtS/ olup, boylece

I(t+ At) = 1(t) + BAtS(t)I(t)

olur. O halde, At — 0 icin
dl
— = BSI 2
= BS (29)
)
bulunur. Bunu S LR I ile gosterelim. Simdi, dogum ve &liimleri gézardi
ederek, P = S 4 | olacak sekilde P niifusunun sabit oldugunu varsayalim.

Bu durumda (29) denklemini

dl /
= —BPI(1-—=
Gi=re (i p)

seklinde yazabiliriz ki bu, cevre tasima kapasitesi P ve biiylime orani ff Pz,
olan bir lojistik denklemdir. O halde, t — oo icin | — P olup, sonunda®

hastalik tiim niifusa bulasacak demektir.
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Tasiyici iyileserek tekrar duyarl hale gelsin. Tasiyicinin At zamaninda
iyilesme olasiligina yAt diyelim. Bu durumda At zamaninda iyilesenlerin
toplam sayisi yAtl olup, bdylece

1(t+ At) = I(t) + BAtS(t)I(t) — yAtl(t)
olup, At — 0 icin

dl
&~ BSI— 1
g = PSI = (30)
BsI
bulunur. Bu durumu S <:l> | ile gosterelim. (30) denkleminde S = P —/
ve !
pP " y
Ro = o (temel iireme(cogalma) oran) (31)
alinirsa Jl }
R R
l dt P(l — 1/§R0) @m
olur.




dl I
E:y(%o—l)l(l_m>

denklemi, biiyiime orani 7y (g — 1) ve tasima kapasitesi P(1 —1/%) olan
bir lojistik denklemdir. Eger biiyiime orani negatif, yani Ry < 1 olursa
hastalik yokolur ve eger biiyiime orani pozitif, yani Ry > 1 ise hastalik
endemik haline doniisiir. g > 1 oldugu bir endemik hastalik icin tasiyici
insan sayisi, t — oo icin, | — P(1—1/%Ry) tasima kapasitesine yaklasir.




Ro icin bir biyolojik yorum yapabiliriz. t = 0 aninda baslangi¢c enfeksiyonlu
bir bireyin ¢t aninda hala tasiyic kalma olasiligi y(t) olsun.. t 4+ At aninda
tasiyici kalma olasihigi, t aninda tasiyici olma olasiligi ile At siiresinde
iyilesmeme olasiliginin carpimi oldugundan

Y(t+At) = y(1)(1 - 9At)
ve At — 0 icin % = —7y ve y(0) = 1 olup, ¢dziimii

y(t)=e " (32)

dir.




BULASICI HASTALIK MODELI SIS modeli

(t, t+ dt) evresinde tek bir énciil tasiyici tarafindan iiretilen ikincil
enfeksiyonlarin beklenen sayisi; t aninda baslangic enfeksiyonlu tasiyicinin
hala tasiyici kalma olasihigi ile, tek tasiyicinin dt zamaninda drettigi ikincil
enfeksiyonlarin beklenen sayisinin carpimi yani y(t) x S(t)pdt ile verilir.
Tek tasiyicidan dretilen ikincil tasiyicilarin toplam sayisi P ye gére ¢cok
kiiciik kalsin. Boylece, tek bir dnciil tasiyicidan iiretilerek tamamen duyarli
bir niifusu tehdit eden ikincil tasiyicilarin beklenen sayisi

/oo,By(t)S(t)dt ~ ﬁP/ooy(t)dt
JO JO

— P / e Tt dt
0

i
v

olup, burada tasiyicilarin tasiyici olarak kaldiklari zaman siireci icin
S(t) ~ P yaklasimini kullandik. Eger tamamen duyarli bir niifusu tehdiz=z,
eden tek bir tasiyici iyilesmeden dnce birden ¢ok ikincil enfeksiyon iretirse;,/

bu durumda %o > 1 olup, hastalik endemik duruma dSnuSHE, o.ims wodeier 6>/
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BULASICI HASTALIK MODELI  SIR epidemik modeli

SIR epidemik modeli I

SIS modelinden farkli olarak; niifus, duyarh (Susceptible), tastyici
(Infective)ve etkilenmeyen—iyilesmis (Recovered) olmak iizere ii¢ sinifa
ayrilir.

Etkilenmeyen sinifindaki bireyler ne tasiyici ne de hastaliga duyarh
kisilerdir. (Ornegin, hastaligi gecirip iyileserek veya asilanarak bagisiklik
kazanmis, diger niifustan soyutlanmis veya hastaliktan dlmiis kisiler gibi).
SIS modelinde oldugu gibi, tastyicilarin / sinifini sabit 7 oraninda terk
ettiklerini, fakat dogrudan R sinifina girdiklerini kabul edelim. Bdylece
modelin hareket cizgesi

Sl I
S 'B—> I 5 R

seklini alir ve karsilik gelen diferensiyel denklem sistemi de

ds dl dR

— =—BSI, — =pBSI—vl, —=ql 33

g~ F g Pl g = (33)
olur. Burada S + [ + R = P olmak iizere niifus boyutunu sabit kabul s,
ediyoruz. 2
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SN SRR SR cpidemik modeli

Niifus boyutu icin P yi ve zaman icin de ! i kullanarak, (33) sistemini
boyutsuzlastiralim; yani

S=S/p, 1=1/P, R=R/P, t=nqt

alarak ve boyutsuz temel iireme oranini

Ro = ﬁf (34)

seklinde tanimlayarak, S5 + 7+ R = 1 boyutsuz kisiti ile, (33) sistemini

X

d andl an A d
Sz RoST, = = ReST—1, d

A - 2 :7
dt dt (35)

~+>

seklinde yazalim.

Soru: Hangi kosullar altinda bir epidemik olusur?
Eger epidemik olusursa, niifusun ne kadari hastaligi kapar?

Bi)%lloji ve éiyokimy:a ModeT:feri
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BULASICI HASTALIK MODELI SIR epidemik modeli
Sistemin denge noktasi, bir parametreye bagh (5., 7., R,) = (5.,0,1 - 5,)
noktalandir. Az sayidaki tasiyicinin duyarli niifusa karismasi ile tasiyici
sayisini artirmasi sonucu bir epidemik olusur. (35) sisteminin bir denge
noktasinda bir baslangi¢ niifusu kabul edip, bu niifusa az sayida tasiyici
ekleyerek bu denge noktasini biraz degistirebilir ve bu noktanin kararliligini
belirleyebiliriz. Denge noktasi kararsiz oldugunda bir epidemik olusur. (35)

sistemindeki sadece pr icin olan denklem g6z 6niine alinarak lineer
kararlilik problemi céziilebilir. 7 < 1 ve 5§~ 5y = Sy/P alirsak,
di . .
77 = (oS —1)

olup, bsylece 135y — 1 > 0 icin epidemik olusur. O halde

A S
RoS = 570 >1 (36)
icin bir epidemik olusur ki bunu tahmin edebilirdik. Eger Sy sayidaki .
duyarli niifusa eklenen her bir tasiyici birey ortalama olarak birden ¢cok g’*”“‘;"“

kisiyi tasiyici yaparsa bu durumda epidemik olusur.
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Eger bir epidemik olusursa, niifusun ne kadari hastalanir?

Basitlik icin Sy = 1, yani niifusun tamaminin hastaliga duyarli oldugunu
kabul edelim. (35) sisteminin ¢dziimiiniin zamana gore asimptotik olarak
bir denge noktasina yaklastigini (ve bdylece tasiyicilarin son sayisinin 0
olacagini ) umuyoruz.

Bu denge noktasini, R niifusun hastalik kapanlarinin kesiri olmak iizere,
(§,7, IA?) =(1- R, 0, RX,) olarak tanimlayalim. R, 1 hesaplamak icin,
(35) sisteminde d5/dt = (d5/dR)(dR/dt) degisken degistirmesi
yaparsak

1-Re (5 Re

U0y

dS  d5/dt

= = ~ = —%05 :>/ i — %od/‘?
dR  dR/d% S 1
i A
1— R, — efoToRke — (37)

elde ederiz. ﬁ“?\%




e PR OIC R ORERI SR epidemikmodeli
Uygun Ry baslangic kosullari altinda bu esitlik Ry a gdre lineer olmayan
bir denklem olup, Newton yéntemi gibi niimerik bir yontemle coziilebilir.
Sekilde goriildiigii gibi Jty degeri biiyiidiikce, enfeksiyon sayisinda patlama
olusmaktadir. Bu hizli artis esik fenomeni olarak bilinen olguya klasik bir
ornektir.
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BULASICI HASTALIK MODELI  Asilama

Hepatit A ve B, difteri, kolera v.b. gibi bulasici hastaliklar icin asilar
mevcut olup, asilama y6ntemiyle epidemikler 6nlenebilmektedir.
Epidemik davranisin 6niine gegmek icin toplumun tiimiiniin asilanmasi
gerekmez

Nifusun asilanan oranini p ile ve epidemik davranisi dnlemek icin gerekli
minimum orani da p* ile gosterirsek, bu durumda p > p* icin epidemik
olusmayabilir. Epidemigin olusmamasi nedeniyle asilanmayan insanlar bile
emniyette kalacagi icin, p > p* saglanmasi durumuna niifus siirii
korunumunu sagliyor diyoruz.

- - Biyoloji_ve Biyokimya Modelleri 68/
Nuri OZALP (Ankara Universitesi) ——MATEMATIKSEL BIYOLOJI — 93



BULASICI HASTALIK MODELI  Asilama

SIR modelinde asilanmamis bireylerin duyarli(S) sinifinda ve asilanmislarin
ise etkilenmeyen(R) sinifinda kalacagini kabul edersek, bu durumda
baslangic niifusu (5,7, R) = (1 — p, 0, p) seklini alacaktir. (36) epidemik
olusma kosulundan dolayi, 5 = 1 — p olmak iizere, 3 (1 — p) > 1
durumunda epidemik olusacaktir. O halde, bir epidemigi 6nlemek icin
asilanmasi gereken minimum niifus kesri

1

pe =1 R
dir. Asilanan niifusun daha kiiciik bir yiizdesi ile, niifus siirii korunumunu
saglayabileceginden dolayl, iy in daha kiiciik degerlerine karsilik gelen
hastaliklarin 9ty in daha biiyiik degerlerine karsilik gelenlere gére yokolmasi
daha kolaydir. Ornegin diinya capinda g ~ 4 e karsilik gelen cicek
hastaligi yok olmasina ragmen, Ry =~ 17 ye karsilik gelen kizamik hastaligi
bazen salgin hale gelebilmektedir.

i
s
c 2
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SIR endemik modeli .

Endemik hastaliklarin giiclenmesi uzun zaman siirecinde olur. b dogum
oranini, d hastalk haricindeki nedenlerden dolayi 6lenlerin oranini, ¢ de
hastalik nedeniyle 6lenlerin oranini gostersin ve bdylece R de bagisikli sinif
olsun. Bu durumda bir endemik model cizgesi

cl
bP BSI i
— Oy »] — R
ds dl dR




e VOISR ORERI SR endemik hastallkemodelil
P =541+ R olmak iizere, karsilik gelen diferensiyel denklem sistemi de

S pp_bsi—ds

dt

dl

dR

— = vgl—d.R

dt 7

olur. Bu modelde, P kendi basina

dP
— = (b—d)P—cl 39
= (b—d)P—c (39)

diferensiyel denklemini saglamakta olup, sabit olmasi gerekmez. Bir
hastaligin bir niifusta endemik olmasi icin dl /dt nin negatif olmamasi
gerekir ki bu da

BS

>
c+d+vy
olmasi demektir. Bir hastaligin bir niifusta endemik olmasi igin, yeni =y
doganlarin yeni duyarli sinifa sonsuz kaynak saglamasi gerekir. ‘

L=




Oliimciil evrimlesme

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.




Oliimciil evrimlesme

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saglk sorunu ortaya koymaktadir.




Oliimciil evrimlesme

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saglik sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.




BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar

@ Bazi viriis parcaciklarinin dogal olarak olusan rasgele, giidiimsiiz bir
siirecle mutasyona ugrasin.
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

@ Mikro-organizmalar cevrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

@ Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

o Bakteriler ve viriisler 6lumciil evrimlesmeyle sonuglanan tireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar

@ Bazi viriis parcaciklarinin dogal olarak olusan rasgele, giidiimsiiz bir
siirecle mutasyona ugrasin.

Soru: Niifus icindeki kaba bir viriis mutasyonlu viriise hangi
kosullarda doniisiir?
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Oliimciil evrimlesme I

Mikro-organizmalar ¢evrelerindeki ayiklanma (seleksiyon) baskilari
nedeniyle siirekli olarak gelisirler.

Mikrobik bakterilerdeki ayiklanma baskisinin bir temel kaynagi
antibiyotiklerdi ve antibiyotik-direncli yapilarin giiclenmesi tipta
onemli bir saghk sorunu ortaya koymaktadir.

Bakteriler ve virtisler 6liimciil evrimlesmeyle sonuclanan iireme
basarisi icin de birbirleriyle dogrudan cekisirler.

@ S, I ve R sifirdan farkli ve bir denge degerlerinde olsunlar

@ Bazi viriis parcaciklarinin dogal olarak olusan rasgele, giidiimsiiz bir

Nuri OZALP (Ankara Universitesi) ——MATEMATIKSEL BIYOLOJI —

siirecle mutasyona ugrasin.

Soru: Niifus icindeki kaba bir viriis mutasyonlu viriise hangi
kosullarda doniisiir?

Matematiksel deyimle, endemik hastaligin dengesinin mutasyonla b|r
olumcil yapiya gecisinin lineer kararliigini belirlemek istiyoruz.
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BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

@ Orjinal kaba viriisiin enfeksiyon orani 3, etkilenmeyen orani vy,
hastalik-nedenli 6liim orani ¢ ve mutasyonlu viriisiin karsilik gelen
oranlari da sirasi ile B/, 7/ ve ¢’ olsun.

@ Ayrica, kaba veya mutasyonlu viriisten biriyle enfekte olan bir bireyin
her iki tipin de daha sonraki formlarina karsi bagisiklik kazandigini
varsayalim.

Model, bu durumda, tek bir duyarli S sinifi, hangi viriisiin enfeksiyona
neden olduguna bagh olan, iki farkli tasiyici / ve /" sinifi ve tek bir
etkilenmeyen R sinifina sahiptir. Modele uygun cizge

(d+o)l

BST V24
2y

b,

ds L —»
BSI' ,r

(d+c)I'

dR

«——=
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Diferensiyel denklem sistemi

dS

Pl bP —dS — S(BI + B'I") (40)
dl

= BSI — (y+d+c)l (41)
dl/ / ! / AYL

i B'SI"— (v +d+c)l (42)
% = yl+9'I"—dR (43)

Eger niifus baslangicta kaba viriisle dengede ise, bu durumda / # 0 olmak
iizere dl /dt = 0 olup, S icin denge noktasi (41) den

_y+d+c
p

olarak belirlenir ki bu bir birim temel tireme orani S, /(v + d + ¢) ye gz,
karsilik gelir. ‘7

S, (44)

=} By «=> = =)




Bu endemik hastalik dengesini mutasyonlu viriis tasiyan az bir tasiyici
ekleyerek, yani I’ nii kiiciik alarak, degistirebiliriz. Kararlilik problemini
Jakobiyen analizi yaparak ¢dzmek yerine, (42) denkleminde S yerine (44)
ile verilen S, 1 alarak

/
dl — [ﬁle—(’yl—{—d—FC/)] !

dt B
elde ederiz. Eger

{ﬁ’%m > (7 +d+ c’)}

veya

[’Y’+lil/+c’>’)’+’f/+c} (45)

ise, bu durumda /’ iistel olarak biiyiir.




Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

Q (B’ > Bicin ) daha kolay yayilacak,




Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

@ (B > Bigin ) daha kolay yayilacak,
@ (7 < 7 ic¢in ) insanlari daha uzun siire hasta birakacak, ve




Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

@ (B > Bigin ) daha kolay yayilacak,
@ (7 < 7 igin ) insanlan daha uzun siire hasta birakacak, ve

© (¢’ < cigin ) daha az slimciil olacak sekilde evrimlesmeye
yonelecegini 6nermektedir.




BULASICI HASTALIK MODELI  Oliimcil evrimlesme

Bu sonug bize endemik viriislerin (veya diger mikroorganizmalarin) insanlar
arasinda;

@ (B’ > Bicin ) daha kolay yayilacak,
@ (7 < 7 ic¢in ) insanlari daha uzun siire hasta birakacak, ve

@ (¢’ < cicin ) daha az sliimciil olacak sekilde evrimlesmeye
yonelecegini 6nermektedir.

@ Diger bir deyisle; viriisler kendi temel tireme oranlarini artirmak icin
evrimlesirler. Ornegin, modelimiz viriislerin daha az &liimciil olarak
evrimlesecegini 6nermektedir, ¢linkli 6lim hastaligi yaymaz. Bununla
beraber, (6liiniin, yeterince dikkat edilmeden, aile bireyleri tarafindan
yikanmasi gibi nedenlerden dolayi) éliiniin hastalik yaymasi durumda
bu model gecersizdir.
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BiYOKIMYASAL TEPKIMELER I

Molekiiler biyolojinin 6zel molekiiller ve onlarin tepkimeleri konusuna
odaklanan bir dali, veya kimyanin canli organizmalarda ortaya ¢ikan
karmasik kimyasal tepkimelere odaklanan bir dali.

5000 yil 6nce ekmegin maya kullanilarak iiretilmesi.

Modern biyokimyanin baslangici:Friedrich Wohler'in 1828 de, organik
bilesenlerin yapay olarak da iiretilebildigini gbsteren, lire sentezi lizerine
yaptigi calismasi.

Bu kesimde kiitle devinim yasasi olarak bilinen bir kimyasal tepkime icin
kullanish bir model; ve enzim (maya) karisimh kimyasal tepkimeler icin
model verecegiz.

Enzim kinetiklerinin matematiksel modelini kullanarak ii¢ temel enzimatik
ozelligi goz oniine alacagiz: rekabetli engelleme, oynak engelleme ve
pekisim. Son olarak da ilac emilim kinetigine bir 6rnek olusturacagiz.
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BIYOKIMYASAL TEPKIMELER  Kiitle devinim yasasi

Kiitle devinim yasasi I

Kiitle devinim yasasi kimyasallarin tepkimeyle etkilesme oranini agiklar.
Farkli kimyasal molekiillerin tepkimeden 6nce carpismayla baglanti
kurduklarini ve ¢carpisma oraninin, dogrudan tepkime g&steren herbir tiiriin
molekiil sayisina bagl oldugunu varsayiyoruz.

A ve B gibi iki kimyasalin bir C kimyasal iiriinii olusturmak icin tepkimeye
girdigini kabul edelim. Bunu, k tepkime orani sabiti olmak tizere

A+B X ¢

seklinde yazalim. Kolaylik i¢in, hem kimyasali hem de onun derisimini
(konsantrasyonunu) C sembolii ile gdsterecegiz.
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Kiitle devinim yasasi: dC/dt tiirevi A ve B derisimlerinin carpimi ile
orantihdir.

Yani, JC
— = kAB 46
™ (46)

dir. Kiitle devinim yasasi, benzer sekilde, A ve B tepken derisimlerinin
zamana gore tiirev iceren denklemleri icin

dA dB

— = —kAB, — = —kAB 47

dt dt (47)
yazmamizi saglar. Dikkat edilirse, bir derisimin degisim oranini bulmak icin
kiitle devinim yasasi kullanildigi zaman, okun gosterdigi yondeki kimyasal
derisimde artmakta (pozitif isaret), okun gdsterdigi yoniin tersindeki
kimyasal ise derisimde azalmaktadir (negatif isaret).

[m]
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N OSSR RRE Kiitle devinim yasas:
Denklem (46) koruma yasalari kullanilarak analitik olarak ¢oziilebilir.
Herbir tepkenin bir molekiilii Girtintin bir molekiiliine doniisturiildiigiinden
dolayi, orjinal ve Uriine donustiiriilen herbir tepken korunur.

d d
Béylece,a(A%— C)=0, = A+ C=Ay ve E(B—I— C)=0, =
B + C = By olup, burada Ay ve By tepkenlerin baslangi¢ derisimleri olup,
baslangicta hicbir iiriin mevcut degildir. Koruma yasasini kullanirsak, (46)

dC
P k(Ap—C)(By—C), C(0)=0
baslangic deger problemine donisiir. Degiskenlerine ayirarak problem
coziiliirse
e(BofAO)kt —1

C(t) = A080 Boe(BO*AO)kt — AO

elde edilir. Buradan,

lim C(t) =

t—o0

Ao, Ag < By
Bo, Bo < Ao

oldugu goriilebilir. Tepkenlerden biri bittiginde tepkime durur ve iriin
son derisimi biten tepkenin ilk degerine esit olur. . -
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Eger ayrica

ters tepkimesini de alirsak, iiriiniin zaman tiirevi bu durumda

dC

— = ki AB — k_

d " ¢
ile verilir. Dikkat edilirse ki ve k_ farkli birimlere sahiptir. Denge
durumuda dC/dt =0, ve A+ C = Ay ve B+ C = By koruma yasalarini
kullanirsak B

(Ap—C)(By—C)——C=0
ky

elde ederiz ki buradan derisim birimlerine sahip olan K, denge sabitini
Ky = k_/ky seklinde tanimlariz. m




Boylece, denge durumunda iiriin derisimi 0 < C < min(Ag, By) ek kosulu
altinda,
c?— (Ao + Bo+Kd)C+AoBo =0
ikinci dereceden cebirsel denkleminin ¢éziimii olarak verilir. Ornegin,
Ao = By = Ry ise, bu durumda denge noktasinda

Co= Ry — %Kd (\/1 4Ry /Ky — 1)

olur. Eger Ky < Ry ise, bu durumda A ve B yiiksek bir birlesime sahiptir
ve tepkime C — Ry olmak iizere C ye doniisiir.
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