8.3 ﬂ'g katli integrallerin uygulamalari

A. Hacim hesab:

HPH . Z F(@ry Yrs 26) AV = ffff z,y, z)dzdydz oldugunu biliyoruz.
—U k=1

Eger V(z,y,2) € G i¢in f(x,y,z) = 1 alirsak G bolgesinin hacmi

Ve AV, = dadyd
uPlHIgoZ Ve = /// rayas

bi¢imindedir.
Ornek: a yarigapli bir kiirenin hacmini ti¢ kath integral yardimiyla hesaplayiniz.

22 + y? 4 22 = a® olup bolge kiire oldugundan kiiresel koordinatlara gecmek
yarar saglar.

T = psinfcosp
y = psinfsin p , 0<0<m0<p<2n,0<p<a
z = pcosf

olup verilen kiirenin kiiresel koordinatlardaki denklemi p = a bigimindedir. O
halde

2 /2 a

///p sin 0 dpdfdy = 7TCL br?

©=00=0 p=

bulunur.
B. Kiitle hesabi

U¢ boyutlu uzayda yogunluk sabit ise;
yogunluk o(z,y,2) = K (sabit) = M = KV saglanir, burada M kiitle, V

ise hacimdir.

Ancak yogunluk sabit degilse agagidaki yontemi izlemeliyiz.
G bir sac levha (z,y,z) € G i¢in o(z,y,z) yogunluk olsun. ¢ : G — R,
u = o(x,y, z) sirekli olsun. Bu durumda

n
M =" ok, yn, 2) AV
k=

M:///U(x,y,z)dV

G

=

olup



bigimindedir.

Ornek: 22 + y? + 22 = a? kiiresinin iist yarsi ile z = 0 diizlemi arasina
yerlegtirilen bir cismin herhangi bir noktadaki yogunlugu o noktanin orijine
olan uzakligi ile dogru orantilidir. Bu cismin kiitlesini hesaplayiniz.

x = psinf cos ¢
y = psinfsing p,J=p?sinf 0<0<7/2,0<p<2m,0<p<a
z = pcosf

kiiresel koordinatlar: kullanmilarak

2 /2 a

M = /// o(x,y, 2 dwdydz-a///pp sm@dpdé’dgo—f

©=00=0 p=

elde edilir.
C. Agirlik merkezi bulunmasi

Yukaridaki cismin agirlik merkezinin koordinatlar: iki kath integralde oldugu

gibi

S ( ) dadyd

x—M ro(x,y,z)drdydz
G

= ) dadyd

9= 77 yo(z,y,z)dedydz
G

2:

1
M/// zo(z,y,z) dedydz
G

ifadeleri ile bulunur.

Ornek: Ustten z = 22+y? paraboloidi, alttan zOy-diizlemi (z =0), yandan
22 + 9% = 4 silindiri tarafindan sinirlanan homojen cismin kiitlesini ve agirlik
merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Cisim homojen oldugundan M = KV ifadesi kullanilarak

M = K///dmdydz—K// / dzdzdy = K // dwdy (1)
@2 4y?<d
=K // 22 + 42 dxdy*K/ /7’ rdrdp = 8K (2)

z24y2<4 p=0r=



bulunur. Ayrica cisim homojen ve bélge simetrik oldugundan agirlik merkezi
z-ekseni tizerinde olacaktir. O halde

_ _ _ 1 1
z=0, y=0, z—w—ﬂ///dexdydz—ég—ﬂ_—///zdmdydz
G G

4
olup, silindirik koordinatlar kullamilarak z = 3 elde edilir. O halde agirhk
merkezi (0,0,4/3) olur.



