9.3 Egrisel Integrallerin Temel Teoremleri

Bu kisimda [ F - dr integrali i¢in bazi temel teoremler gorecegiz.
c

Teorem 9.3.1 C egrisinin baglangic noktas1 (x1,y1,21) ve bitim nok-

tiirevlere sahip olsun ve

T
gradf(fﬁayaz)foZ +fy] + [k

C egrisi iizerinde siirekli ise

/gradf-dr: [ (w2,y2,22) — [ (21,91, 21)

c

gerceklenir.

Tanim: Baglangi¢c ve bitim noktalari ayni olan tiim egriler iizerinden in-
tegralin degeri degismiyorsa bu durumda [ F - dr integrali yoldan bagimsizdir
C

denir.

Teorem 9.3.2 Eger F vektor alam bir f’nin gradiyenti ise [ F-dr integrali
c

yoldan bagimsizdir.

) 1.2

Ornek: [ (y2 — 2xy) dx + (2:173/ — 224 1) dy integralini hesaplayiniz.

(0,0)

Coziim: P(z,y,2) = y* — 2zy, Q(z,y,2) = 22y — 2% + 1 olmak iizere
P, = @’dir. Yani integral icindeki ifade tam diferensiyeldir, integral yoldan
bagimsizdir. Jimdi integral igindeki ifade hangi f fonksiyonunun tam diferen-
siyelidir, onu bulalim.

Tam diferensiyellikten
fr = P = y? — 22y oldugundan esitligin her iki tarafinin 2’e gore integralini
alalim.

f(z,y) = [(y* — 2zy)dz = y*zx — 2>y + h(y) elde edilir. Buldugumuz f
fonksiyonunun y’ye gore kismi tiirevini alip Q’ya esitleyelim.

fy=2yr—2*+ K () =Q =22y—a>+1olup ' (z) =1 yani h(z) =y
elde edilir. Yani f (z,y) = y?z — 2%y + y olur. O halde

(1,2)
[ (y? —2zy)da+ (2zy — 2>+ 1) dy = f(1,2) — f£(0,0) =4
(0,0)

Teorem 9.3.3(Green Teoremi) B, z oy diizleminde diigsey(veya yatay)
basit bolge, C’de bu bolgeyi cevreleyen ve saat yoniiniin tersinde yonlendirilmis



bir egri olsun. P ve @ fonksiyonlar1 B bolgesinde 1. mertebeden siirekli kismi
tiirevlere sahip olsun. O halde

/(,y)dx+Q ,ydy*//@*afl; zdy

gergeklenir.

Ornek: C egrisi y = Va2 — 22 egrisi ile z—ekseni arasinda kalan bolgenin
sinir1 olup saat yoniiniin ters yoniinde yonlendirilmigtir.

/a:dea: — xy’dy
c

integralini hesaplayiniz.
Céziim: P = 2%y, Q = —zy? olup P, # Q, olmasindan tam diferensiyel

degildir. Dolayisiyla yoldan bagimsiz degildir.
Green Teoreminden

I= fx ydx — zy’dy = f e —)dwdy = — [[(2* + y*)dady
B

Kutupsal koordinatlar1 kullanirsak;
r=rcosp,y=rsinp,r=a,j=rvel<r<a, 07

™ a 4
—Ofofr2rdrd<p = -4

9.4 Egrisel Integralin Uygulamalar:

Bu kisimda egrisel integraller yardimiyla alan, yay uzunlugu, is, kiitle ve
agirlik merkezi bulunmasini gorecegiz.

A. Alan Hesab:

B basit bir bolge, C' bu bélgenin sinir egrisi olup pozitif yonlii olsun.

/ xdy — ydz

c

B.Alan =

N |

Ornek: Z—z + %—j =1 elipsinin sinirladig1 bolgenin alanimi egrisel integraller
yardimiyla hesaplayiniz.

Coziim: = = acost, y = bsint,0 < t < 27 olup dx = —asintdt, dy =
bcostdt



Alan = %fzdy — ydx
c

(acostbcost + bsintasint)dt

oy

1
-2

2

- @ T
0

= abm

B.Yay Uzunlugu
i 11 — g
C' diizgiin bir egri, f skaler alam gostermek tizere ve C': 7 (t) = x (t) i +

y (¢) 7 + z (t) ?, a <t <bolsun. Verilen egrinin uzunlugu L olsun.

L:/dl:/b||r’(t)||dt
C a

Ornek: a yaricapl bir cemberin cevresini egrisel integral yardimiyla bu-
lunuz.
Coéziim: C : 7 (t) = acosti +asintj, 0 < ¢t < 27 olup ' (¢) =
— —
—asint ¢ +acost j elde edilir. O halde

[r" @) =a
2
L=[dl = [|r@)]dt
C 0
27
= [ adt
0
= 2ma

C.Kiitle ve Agirlik Merkezi Hesabi

C' egrisi tizerine bir telin yerlestirildigini diigiinelim. Bu telin (z,y, 2z) nok-
tasindaki yogunlugu o(z,y, 2) olsun.

Kiitle= M = [ o(x,y, 2)dl olur.
c

Agirhik merkezinin koordinatlar G (Z,7,%z) olmak iizere

T = ﬁgxa(x,y,z)dl

y = ﬁfyo(x,y,z)dl

1

Z = g5 )z0(x,y, 2)d

Q— Q

Ornek: 2 oy diizleminde bulunan ve yaricapr a olan merkezi ¢emberin
tizerine yerlestirilmig telin bir (x,y) noktasindaki yogunlugu o(z,y, z) = |z + £
dir. Bu cismin kiitlesini ve agirlik merkezi koordinatlarini bulunuz.



-
Coziim: C : 7 (t) = acosti + asint?, 0 <t < 2rolup ' (¥) =
— —
—asint ¢ +acost j elde edilir. O halde

I @] = a
M = [o(z,y,z
c
= Jlel+z
27r
= [(lacost|+ %)adl
0
= 6a>
T = 4 [xo(z,y,z2)dl
c
= oz [a(jz]+ 2)dl
c
= 0

Benzer gekilde 7 = 0 bulunur, o halde G(0,0) elde edilir.
D. is Hesab1

F(z,y,z) = P(x,y, 2) Tt Q (z,y,2) 7 + R(z,y,2) % kuvvetinin etkisiyle
C' egrisinin basglangi¢ noktasindan bitim noktasina kadar yaptig is;

W = [F-dl = [ Pdz+ Qdy + Rdz
C C



