BOLUM 10: YUZEY INTEGRALLERI

Yiizey integralleri integrasyon bolgesi yiizey parcasi olan integrallerdir. Bu
ve 2.cesit yiizey integrallerini daha sonra bunlarin uygula-

boslimde once 1.
malarini inceleyecegiz.

10.1. Birinci Cesit Yiizey Integralleri
B, xOy—diizleminde sonlu sayida yatay veya diigey basit bolgelerin birlegimi
olsun. f: B — R, z = f(x,y), l.mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip bir

fonksiyon ve S bunun grafigi olsun. Yani
S =A{(z,y,2) : 2 = f(z,y), (2,y) € B}

seklinde ifade edilebilir. g : S — R, u = g(x,y, z) verilsin. S yiizeyinin bir

Sn } pargalanmasini alahm. k& = 1,2 n i¢in (x, Yk, 2k) € Sk ve

b1 = {81,82; .
Asy, = s ‘nin alam1 olmak iizere;

| hﬁn ozg T, Yo, 2k) Asp = 1
pi{l—

limiti varsa bu limite g-nin S iizerindeki birinci gesit yiizey integrali denir ve

. //g(x,y,z)ds
S

ile gosterilir. Simdi bu integralin nasil hesaplandigini gésterelim
f2dzdy olup B bélgesi S yiizeyinin zOy diizlemine

Burada ds = /14 f2 +

dik izdiigtimiidiir.
1= [[atw.v2ds = [[ gty w1+ 72+ Faody
B

seklinde hesaplanir.

Ornek 1: 2z + 2y + z = 2 diizleminin birinci bélgedeki (yani z > 0, y > 0)
pargast iizerinde g(z,y,2) = = + y + z ile tamumh fonksiyonun yiizey integralini
hesaplayiniz.

S-nin zOy-diizlemine dik izdiigiimii B olsun. f(z,y) = z = 2 — 2z — 2y olup
= —2 elde edilir. O halde
I*// T,Y, 2 dS*// T+y+z dS*// +y+(2—2x—2y))v/1 + 4 + 4ddxdy

fo=—2ve f, =

1 —

5
// —xr—y dydx—i
0 0

elde edilir.



Ornek 2: S yiizeyi birinci bolgede y = e* silindirinin z = 0,z = 0,z = 1
ve y = 2 diizlemleri arasinda kalan pargas: olduguna gore / / y?zds integralini

hesaplayiniz.
S-nin yOz-diizlemine dik izdiigiimii H olsun. f(y,z) =2 =Iny olup f, = %
ve f, = 0 elde edilir. O halde;

//y2zds = //yzz,/l + f2+ fidydz = //y221/1 + y%dydz
3 H H

21
://\/1+y2yzdzdy:%(5372%)

10
elde edilir.
10.2. Yonlendirilmig Yiizeyler Uzerinde integraller

S yiizeyi verilmis olsun. Bir (a, b, ¢) noktasindan teget diizlemi, daha sonra n
normalini ¢izelim. Bilindigi iizere iki tane normal vektorii ¢izebiliriz (77L = —ﬁ)

S yuzeyl z = f(x y) ile verilsin. g(a: Y, Z ) = f(x y) — z seklinde yazip
gradg—gmz —|—gyj +gzk oldugundan n —fxz -|—fyj — k ve m = —fxz —
fy Jj+ k: vektorleri elde edilir. Bu vektorleri birlegtirirsek

- fait+fyg —k
n|y=—F————
1+ 2+ 17
- _ —fai = [yl t+k
Nog =
1+ 2+ 17

elde edilir. Iki vektorde bir normal vektor olup ters yonmliidiirler. k-nin
isaretine gore vektorlerin nereye baktigini bulabiliriz. Eger k-nin isareti + ise
yukari, - ise agag1 dogru yonlendirilmigtir.

Bir S yiizeyi ve onun normali verildiginde bu yiizeye yonlendirilmis yiizey
denir.

Simdi F = Pi + Qj + Rk vektor alani, normali 7 olan bir S yonlendirilmis
yiizeyi iizerinde tanimli olsun. O halde

s

integraline F'nin S {izerinde 2.¢esit yiizey integrali (Akis integrali) denir. S-




nin zOy-diizlemine dik izdiisiimii B olsun. Burada n vektorii yerine n1 alalm.

~>

//E.njds _ / pz+Qg+Rk)f“+f“ b UE f2 f2dady(a)
J NiE e

/ (Pf, + Qf, — R)ddy
B

., — . - o . s ey
Eger n yerine mo birim normal vektoriinii alirsak;

[[Fsiats = [[-Pr. - @, + Rydady (b)
S B

Ornek 1: S yiizeyi z = /22 + 32, 1 < z < 2 koni parcasi olup normali
koninin digina yonlendirilmistir. F' = 22%i 4+ y2j + 22k vektor alanmim / / F.nds

elde edilir.

integralini hesaplayiniz.

T Y
z = f(z,y) = /22 +y? olup f = —— ve f, = ——— olarak
f(@y) = Va2 +y f R fy e
hesaplanir. (b)’ den;

//F ngds_//[ \/x2+y 2\/x2y+y2+(x2+y2)

dxdy
23
// + y — (2% +9?)| dady
Va2 +y2
elde ed1hr Kutupsal koordinatlara gegersek;
T =rcosp
y=rsing
Burada gerekli iglemler yapilirsa 1 < r < 2 ve 0 < ¢ < 27 olarak hesaplanir.
Boylece;
// 2yt (2? +4?)| dady = //{ cos® <p+sm 2 2| vdrdy
Va2 +y2
27r 2

—//r3(cos3 @ +sin® p — 1)drdyp = 0.
0 1
elde edilir.

Odev: S yiizeyi 22 + y? + 2? = 1 kiiresi olsun. Bu kure yuzeylm kiirenin

digina dogru olan normal ile yonlendirelim. F(x,y,2) =y z —xj + zk vektor

alaninin / / F.nds integralini hesaplayiniz.



