10.3. Yiizey Integrallerinin Temel Teoremleri

Eger bir D bolgesi,

xOy-diizleminin bir B; bolgesinde tanimli f; ve fo;

x02z-diizleminin bir By bélgesinde tanimh g1 ve go;

yOz-diizleminin bir B3 bolgesinde tanimh hy ve ho;

fonksiyonlarinin grafikleri arasinda kaliyorsa bu bolgeye basit uzay bolge
denir.

Teorem 10.3.1 (Stokes Teoremi): S normali n olan ve sonlu alana sahip
yonlendirilmig bir yiizey olsun. Bu yiizeyin C' sir egrisi kapali, diizgiin bir
egri olup bunun yonii S’ den indirgenen yon olsun. F' = Pi+ Qj + Rk vektor
alanm S yiizeyi iizerinde siirekli olsun ve F-nin bilegsen fonksiyonlari, S-nin sinir
noktasi olmayan noktalarinda 1.mertebeden siirekli kismu tiirevlere sahip olsun.

O halde
/Fdr = //rotF.nds
c S

gerceklenir.

Ornek 1: S yiizeyi z = 1—+/22 + 42 konisinin £Oy-diizleminin iist tarafinda
kalan pargasi olduguna gore, F'(z,y, z) = (e® siny)i+ (e* cosy — z)j + yk vektor
alaninin S nin simir egrisi iizerinde integralini hesaplayiniz. Burada S nin n
normali pozitif yonlii yani S-nin digina dogru yonlendirilmistir.

B:22+y?<1lvez=f(z,y) =1—/a2+y2olup f, = % elde
T4ty
edilir. Stokes teoremini uygulamak yarar saglayacagindan;
i J k
rotF = % 8% % =2
e’siny e*cosy—z y

olarak hesaplanir. Boylece;

g Fdr — /S / rotFonds — /B / 2. \/H;%; ko / / \/%Ty?dwdy

elde edilir. Kutupsal koordinatlara gecersek;

T =TCosp

y=rsing

olup, gerekli iglemler yapilirsa 1 < r < 2 ve 0 < ¢ < 27 olarak bulunur.
Boylece;

2r 1

2//+dxdy:2//rcosc'0'rdrd<p:0
J v x? + y? T

00
elde edilir.




Teorem 10.3.2 (Divergens Teoremi): D basit uzay bolge, S bunun sinir
yiizeyi ve n vektorii ise bu yiizeyin diga yonlendirilmis normali olsun. F =
Pi+ Qj + Rk vektor alaninin bilegen fonksiyonlar1 D bélgesinde 1.mertebeden
siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. O halde

/ / Fonds = / / / (div F)dadyd=
S D

gergeklenir. (Not: divF =P, +@Q, + R.)

Ornek: S yiizeyi z = 0,y = 0,y = 2 diizlemleri ve z = 1 — 22 silindiri
ile sirh bolgenin yiizeyi olmak iizere, n birim normal vektorii disar1 dogru
yonlendirilmistir. F(z,y,z) = (x+cosy)i+ (x+sinz)j + (z + )k vektor alam

igin / / F.nds integralini hesaplayiniz.

s
Divergens teoremini kullanirsak;
1—z?

[ s = [ pria = [ o Friaani: 3// [ i~
S D D 0 0

-1

elde edilir.
10.4. Yiizey integrallerinin Uygulamalari

A) Yiizey Alam Hesabi

S yiizeyi z = f(x,y) ile verilsin. H}lgi”rn OZg(zk,yk, 2i)Asg = //g(x,y, z)ds
k=1

olup V(z, Y, 2 z) € S i¢in g(z,y, z) = 1 olarak tammlarsak;

lim Asy = / / ds olup, A = / / ds elde edilir.
HPHHOZ " P

Ornek: E + = y + E = 1 diizleminin 1.bolgede koordinat diizlemleri arasinda

b

kalan par(;aslmn alamm bulunuz.

//dsf// L+ f2 + f}dzdy oldugundan z = f(z,y) :c(§+%+z>

olup f, = —— ve fy = elde edilir. O halde;

A= //1/1+f2—|—f2dxdy—//\/1—|— b) dzdy = Va2b? + a2c¢2 + b2c2

elde edlhr



B)Kiitle Hesabi
S: z = f(z,y) yiizey pargasi bir metal levha g fonksiyonu yerine o yogunluk

fonksiyonu alalim ve ¢ siirekli olsun.
n

M= ZU Tk, Yk, 2k)Asy olup Mf”}}‘lm (2, Yk, 2 ) Asy,
0=

M = //o(x,y,z)ds
S

seklinde hesaplanir.

Ornek: Bir metal huninin sekli z = 2/22 + y2 konisinin z = 2 ve z = 4
diizlemleri arasinda kalan parcasidir. Bu huninin (z, y, z) noktasindaki yogunluk
o(z,y,z) =6—2z olduguna gore bu huninin kiitlesini hesaplayiniz.

2 =212 +y%ved =2/2% + y> olarak yazip gerekli duzenlemeler yapildiginda,

B:1<2?+y? <4elde edilit. 2y = ———— ve 2, = olup,

M://(G—z)ds://(6—2\/x2+y )/ 1+ 22 + 22dxdy

elde edislir. Kutupsal k(fordinatlara gecersek;

T =TCosp

y=rsing

Burada gerekli iglemler yapilirsa 1 <r <2 ve 0 < ¢ < 27 olarak hesaplanir.

Boylece;
27 2

M:\/g//(G—r)rdewzl%w
01

C) Agirlik Merkezi Hesab:

S yiizeyi iizerinde yerlestirilmis metal bir levhanin agirlik merkezinin koor-

dinatlar1 )

T = M//xa(x,y,z)ds
s

7= [[vo@.y.)d

y - M yU x7y72 S
s

_ 1 ( d

Vi zo(x,y,z)ds
s

bigimindedir.



Ornek: Homojen bir cisim z2 442 + 22 = a2 kiiresinin birinci bolgede bulu-
1
nan g’lik parcasi iizerine yerlegtiriliyor. Bu cismin kiitlesini ve agirlik merkezini

bulunuz.

Cisim homojen oldugundan o (z,y, z) = ¢ (sabit) olup f(z,y) = z = \/a? — 22 — y?

yazilir. O halde
1
M:c//c1ls:§c71'a2
s

bulunur. Diger yandan z, = —\/ﬁﬁ ve zy = —\/ﬁ elde edilir.
Dolayisiyla

2 2 2 x
— / 2 2 _
mec//xds-ﬂ_aQ//x 1+zz+2ydacdy—ﬂ_a// a2_m2_y2dmdy
s s B

sonucuna ulagilir. Kutupsal koordinatlara gecgersek;

T =

T =1Tcosp
y=rsing
Burada gerekli iglemler yapilirsa 0 < r < a ve 0 < ¢ < 7/2 olarak hesaplanir.
7r/2 a
O halde T = / / Te—tdrdp = - bulunur Benzer gekilde g =z = g elde

edilir. Dolaylslyla aglrhk merkezi

bigiminde bulunur.



