
10.3. Yüzey İntegrallerinin Temel Teoremleri

Eğer bir D bölgesi,
xOy-düzleminin bir B1 bölgesinde tanımlıf1 ve f2;
xOz-düzleminin bir B2 bölgesinde tanımlıg1 ve g2;
yOz-düzleminin bir B3 bölgesinde tanımlıh1 ve h2;
fonksiyonlarının grafikleri arasında kalıyorsa bu bölgeye basit uzay bölge

denir.

Teorem 10.3.1 (Stokes Teoremi): S normali n olan ve sonlu alana sahip
yönlendirilmi̧s bir yüzey olsun. Bu yüzeyin C sınır eğrisi kapalı, düzgün bir
eğri olup bunun yönü S’den indirgenen yön olsun. F = Pi+Qj + Rk vektör
alanıS yüzeyi üzerinde sürekli olsun ve F -nin bileşen fonksiyonları, S-nin sınır
noktasıolmayan noktalarında 1.mertebeden sürekli kısmıtürevlere sahip olsun.
O halde ∫

C

Fdr =

∫∫
S

rotF.nds

gerçeklenir.

Örnek 1: S yüzeyi z = 1−
√
x2 + y2 konisinin xOy-düzleminin üst tarafında

kalan parçasıolduğuna göre, F (x, y, z) = (ex sin y)i+ (ex cos y− z)j+yk vektör
alanının S nin sınır eğrisi üzerinde integralini hesaplayınız. Burada S nin

→
n

normali pozitif yönlü yani S-nin dı̧sına doğru yönlendirilmi̧stir.

B : x2 + y2 ≤ 1 ve z = f(x, y) = 1 −
√
x2 + y2 olup fx =

−x√
x2 + y2

elde

edilir. Stokes teoremini uygulamak yarar sağlayacağından;

rotF =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ex sin y ex cos y − z y

∣∣∣∣∣∣ = 2i

olarak hesaplanır. Böylece;∫
C

Fdr =

∫∫
S

rotF.nds =

∫∫
B

2i.
−fx

→
i − fy

→
j +

→
k√

1 + f2x + f2y

dxdy = 2

∫∫
B

x√
x2 + y2

dxdy

elde edilir. Kutupsal koordinatlara geçersek;
x = r cosϕ
y = r sinϕ
olup, gerekli i̧slemler yapılırsa 1 ≤ r ≤ 2 ve 0 ≤ ϕ ≤ 2π olarak bulunur.

Böylece;

2

∫∫
B

x√
x2 + y2

dxdy = 2

2π∫
0

1∫
0

r cosϕ

r
rdrdϕ = 0

elde edilir.

1



Teorem 10.3.2 (Divergens Teoremi): D basit uzay bölge, S bunun sınır
yüzeyi ve

→
n vektörü ise bu yüzeyin dı̧sa yönlendirilmi̧s normali olsun. F =

Pi+Qj +Rk vektör alanının bileşen fonksiyonlarıD bölgesinde 1.mertebeden
sürekli kısmi türevlere sahip olsun. O halde∫∫

S

F.nds =

∫∫∫
D

(divF )dxdydz

gerçeklenir. (Not: divF = Px +Qy +Rz)

Örnek: S yüzeyi z = 0, y = 0, y = 2 düzlemleri ve z = 1 − x2 silindiri
ile sınırlı bölgenin yüzeyi olmak üzere,

→
n birim normal vektörü dı̧sarı doğru

yönlendirilmi̧stir. F (x, y, z) = (x+ cos y)i+ (x+ sin z)j+ (z+ ex)k vektör alanı

için
∫∫
S

F.nds integralini hesaplayınız.

Divergens teoremini kullanırsak;∫∫
S

F.nds =

∫∫∫
D

(divF )dxdydz = 3

∫∫∫
D

(divF )dxdydz = 3

1∫
−1

2∫
0

1−x2∫
0

dzdydx =

8
elde edilir.

10.4. Yüzey İntegrallerinin Uygulamaları

A) Yüzey AlanıHesabı

S yüzeyi z = f(x, y) ile verilsin. lim
‖P‖→0

n∑
k=1

g(xk, yk, zk)∆sk =

∫∫
S

g(x, y, z)ds

olup ∀(x, y, z) ∈ S için g(x, y, z) = 1 olarak tanımlarsak;

lim
‖P‖→0

n∑
k=1

∆sk =

∫∫
S

ds olup, A =

∫∫
S

ds elde edilir.

Örnek:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1 düzleminin 1.bölgede koordinat düzlemleri arasında

kalan parçasının alanınıbulunuz.

A =

∫∫
S

ds =

∫∫
B

√
1 + f2x + f2ydxdy olduğundan z = f(x, y) = c

(x
a

+
y

b
+
z

c

)
olup fx = − c

a
ve fy = −c

b
elde edilir. O halde;

A =

∫∫
B

√
1 + f2x + f2ydxdy =

∫∫
B

√
1 +

( c
a

)2
+
(c
b

)2
dxdy =

√
a2b2 + a2c2 + b2c2

elde edilir.
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B)Kütle Hesabı
S: z = f(x, y) yüzey parçasıbir metal levha g fonksiyonu yerine σ yoğunluk

fonksiyonu alalım ve σ sürekli olsun.

M=̃

n∑
k=1

σ(xk, yk, zk)∆sk olup M=̃ lim
‖P‖→0

n∑
k=1

σ(xk, yk, zk)∆sk,

M =

∫∫
S

σ(x, y, z)ds

şeklinde hesaplanır.

Örnek: Bir metal huninin şekli z = 2
√
x2 + y2 konisinin z = 2 ve z = 4

düzlemleri arasında kalan parçasıdır. Bu huninin (x, y, z) noktasındaki yoğunluk
σ(x, y, z) = 6− z olduğuna göre bu huninin kütlesini hesaplayınız.

2 = 2
√
x2 + y2 ve 4 = 2

√
x2 + y2 olarak yazıp gerekli düzenlemeler yapıldı̆gında,

B : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 elde edilir. zx =
2x√
x2 + y2

ve zy =
2y√
x2 + y2

olup;

M =

∫∫
S

(6− z)ds =

∫∫
S

(6− 2
√
x2 + y2)

√
1 + z2x + z2ydxdy

elde edilir. Kutupsal koordinatlara geçersek;
x = r cosϕ
y = r sinϕ
Burada gerekli i̧slemler yapılırsa 1 ≤ r ≤ 2 ve 0 ≤ ϕ ≤ 2π olarak hesaplanır.

Böylece;

M =
√

5

2π∫
0

2∫
1

(6− r)rdrdϕ = 130
3 π

C) Ağırlık Merkezi Hesabı

S yüzeyi üzerinde yerleştirilmi̧s metal bir levhanın ağırlık merkezinin koor-
dinatları

x =
1

M

∫∫
S

xσ(x, y, z) ds

y =
1

M

∫∫
S

y σ(x, y, z) ds

z =
1

M

∫∫
S

z σ(x, y, z) ds

biçimindedir.
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Örnek: Homojen bir cisim x2+y2+z2 = a2 küresinin birinci bölgede bulu-

nan
1

8
’lik parçasıüzerine yerleştiriliyor. Bu cismin kütlesini ve ağırlık merkezini

bulunuz.

Cisim homojen olduğundan σ(x, y, z) = c (sabit) olup f(x, y) = z =
√
a2 − x2 − y2

yazılır. O halde

M = c

∫∫
S

ds =
1

2
cπa2

bulunur. Diğer yandan zx = − x√
a2−x2−y2

ve zy = − y√
a2−x2−y2

elde edilir.

Dolayısıyla

x =
2

cπa2
c

∫∫
S

x ds =
2

πa2

∫∫
S

x
√

1 + z2x + z2y dx dy =
2

πa

∫∫
B

x√
a2 − x2 − y2

dx dy

sonucuna ulaşılır. Kutupsal koordinatlara geçersek;
x = r cosϕ
y = r sinϕ
Burada gerekli i̧slemler yapılırsa 0 ≤ r ≤ a ve 0 ≤ ϕ ≤ π/2 olarak hesaplanır.

O halde x =
2

πa

π/2∫
0

a∫
0

r2 cosϕ√
a2−r2 dr dϕ =

a

2
bulunur. Benzer şekilde y = z =

a

2
elde

edilir. Dolayısıyla ağırlık merkezi

G(
a

2
,
a

2
,
a

2
)

biçiminde bulunur.
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