2. REGRESYON ANALIZININ TEMEL KAVRAMLARI

2.1. Tanim

Regresyon analizi, bir degiskenin baska bir veya daha fazla degiskene olan bagimliligim
inceler. Amag, bagimli degiskenin kitle ortalamasini, agiklayici degiskenlerin sabit (bilinen)

degerleri cinsinden tahmin etmek veya dngorebilmektir.

Regresyon analizinde fonksiyonel veya deterministik iligkilerle degil istatistiki iligkilerle
ilgileniriz. Istatistiki iliskilerde rassal veya stokastik degiskenler yani olasilik dagilimlar1 olan
degiskenlerle ¢alisiriz. Deterministik iliskilerde yine degiskenler vardir fakat bunlar rassal

veya stokastik degildir.

Fakat burada bagimli ve aciklayict degiskenler agisindan bir farklilik vardir: Regresyon
analizinde bagimli degiskenin rassal oldugu yani olasilik dagilimlar1 oldugu varsayilir. Fakat
aciklayict degiskenlerin sabit degerleri oldugu yani her Ornekte ayni degerleri aldigi

varsayilir.
Regresyon Analizinin Korelasyon Analizinden Farki:

- Korelasyon analizinde, iki degisken arasindaki dogrusal iliskinin giicli veya derecesi ile
ilgileniriz. Ornegin istatistik dersi ile matematik dersi notlar1 arasindaki iliski. Ama
regresyon analizinde amag¢ bagimli degiskenin kitle ortalamasini, agiklayict degiskenlerin
sabit (bilinen) degerleri cinsinden tahmin etmektir. Ornegin bir 8grencinin matematik

notunu biliyorsak istatistik notunu 6ngorebilir miyiz?

- Korelasyon analizinde bagimli degisken-agiklayict degisken ayrimi yoktur ve
degiskenlerle ilgili ayn1 varsayimlar yapilir: ikisi de rassal degiskenlerdir. Regresyon ise
bu ayrim vardir ve analizinde bagimli degiskenin rassal oldugu, fakat agiklayici

degiskenlerin sabit yani stokastik olmadiklar1 varsayimi yapilir.
Regresyon ve nedensellik:

Regresyon analizinde bir degiskenin digerine bagimliligindan s6z edilir. Ancak bu bagimlilik
nedensellik anlaminda degildir. Yani, istatistiki bir iliski, ne kadar gii¢lii olursa olsun,
kendiliginden bir nedensellik gdstermez. Bu nedenselligi biz teorik inceleme ile kurariz.

Ornegin tiiketimin gelire bagl oldugu 6n kabuliiyle modeli kurariz.
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2.2 Anakiitle Regresyon Fonksivonu (ARF)

Ornek 1: Diyelim ki anakiitle 60 aileden olusmaktadir. Amacimiz bu toplulukta haftalik gelir
(X) ile haftalik tiiketim () arasindaki iliskiyi belirlemektir. Diger bir deyisle herhangi bir
ailenin gelirini biliyorken haftalik tiiketimlerinin ortalama olarak ne kadar olacagin1 tahmin

etmek istiyoruz. Veriler Tablo 2.1°de verilmistir.

Tablo 2.1: 60 Ailenin Kitle (Yi, Xi) Degerleri

Xi — 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Yi| 55 65 79 80 102 110 120 135 137 150

60 70 84 93 107 115 136 137 145 152

65 74 90 95 110 120 140 140 155 175

70 80 94 103 116 130 144 152 165 178

75 85 98 108 118 135 145 157 175 180

-- 88 -- 113 125 140 -- 160 189 185

-- -- -- 115 -- -- -- 162 -- 191
Toplam Y 325 | 462 445 707 678 750 685 | 1043 | 966 | 1211
Yi sayisi 5 6 5 7 6 6 5 7 6 7

Ormnegin haftalik geliri 80 dolar olan bir ailenin tiiketimi 55 dolar, bir digerininki 60 dolar.

Tablo, Y nin kosullu dagilimini gosterir. Yani X degerleri veri iken Y degerlerini verir. Buna
dayanarak Y’nin kosullu olasiliklarini bulabiliriz. Or. X=80 iken Y’nin alabilecegi 5 deger
vardir. Yani X=80 iken Y nin bu degerlerden herhangi birisini alma olasilig1 1/5’tir. Ornegin

P(Y=55|X=80)=1/5, P(Y=60|X=80)=1/5 gibi. Bu kosullu olasiliklar Tablo 2.2’de verilmistir.

Tablo 2.2: Her bir anakiitle X degeri icin Y’nin anakiitle kosullu olasiliklar

Xi— 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Yil 1/5 1/6 1/5 17 1/6 1/6 1/5 17 1/6 177

1/5 1/6 1/5 17 1/6 1/6 1/5 1/7 1/6 1/7

1/5 1/6 1/5 17 1/6 1/6 1/5 17 1/6 17

1/5 1/6 1/5 17 1/6 1/6 1/5 1/7 1/6 1/7

1/5 1/6 1/5 17 1/6 1/6 1/5 1/7 1/6 17

~- 1/6 - 17 1/6 1/6 - /7 1/6 17

-- -- -- 17 -- -- -- 1/7 -- /7
Toplam Yi 325 462 445 707 678 750 685 | 1043 | 966 | 1211
Yi sayisi 5 6 5 7 6 6 5 7 6 7
E(Y|Xi) 65 77 89 101 113 125 137 149 161 173




Bu kosullu olasiliklara bakarak Y’nin kosullu beklenen degerini bulabiliriz. Yani X herhangi
bir Xi degerini almas1 kosulu altinda Y’nin beklenen degeri E(Y|X=Xj) bulunabilir. Ornegin
X=80 iken Y ’nin kosullu beklenen degeri

E(Y|X=80)= 55*(L/5)+ 60*(1/5)+65*(1/5)+70*(1/5)+75*(1/5) = 65 dir.

Bunu tiim X degerleri i¢in yaparsak Y’nin Kosullu beklenen degerlerini E(Y|Xi) bulabiliriz.

Tiim X degerleri i¢in hesaplanan kosullu beklenen degerler Tablo 2.3’de verilmistir.

Tablo 2.3: Y’nin anakiitle kosullu beklenen degerleri

Xi E(Y[Xi)
80 65
100 77
120 89
140 101
160 113
180 125
200 137
220 149
240 161
260 173

Tablo 3, Ornek 1°de yer alan 60 aileden olusan anakiitlede X; ile E(Y|X;) iliskisini gosterir. Xi
ile E(Y|Xi) arasindaki anakiitle iliskisi anakiitle regresyon fonksiyonu (ARF) olarak
adlandirilir. ARF dogrusal olarak belirlendiginde E(Y|Xi) = Bo + B1Xi seklini almaktadir.

Simdi bu 60 aile i¢in X ile E(Y|Xi) arasindaki iligskiyi bulmaya c¢aligalim. Tablodan
goriilebilecegi gibi X 20ser dolar artarken E(Y|Xi) 12 ser dolar artmaktadir. Demek ki bu
toplulukta marjinal tiikketim egilimi (B1=) 12/20=0.60"d1ir. Bu durumda sabit terim de (Bo=) 17
bulunur. Demek ki bu 60 aile igin ARF, E(Y|Xi) = fo + BXi = 17 + 0.60X’dir.



Grafik 2.1: Anakiitle Verileri, Kosullu Beklenen Degerler E(Y|X) ve Anakiitle Regresyon
Fonksiyonu
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Grafik 2.1°de yer alan noktalar Ornek 1°de yer alan 60 aile i¢in X ve Y’nin anakiitle
degerlerini gosterir. Dogru ise 60 aile i¢in anakiitle regresyon dogrusudur. Her bir (E(Y|Xi),
Xi) ikilisi siyah oval noktalarla gosterilmistir. Bunlarin E(Y|Xi) degerleri yanlarinda yer
almaktadir. Anakiitle regresyon dogrusu Tablo 2.3’de yer alan 10 noktanin (E(Y|Xi), X

ikililerinin) birlesimidir.

Geometrik olarak anakiitle regresyon dogrusu, aciklayict degiskenlerin veri degerleri igin
bagimli degiskenin kosullu olasiliklarint veya beklenen degerlerini veren egridir. Grafik
2.1°’den de goriilebilecegi gibi her bir Xi degeri icin gesitli anakiitle Y degerleri ve tek bir

kosullu beklenen deger vardir ve regresyon dogrusu bu beklenen degerlerden gecer?.

2.3 Hata Terimi ve Anakiitle Regresyon Denklemi (ARD)

i. birim (Ornek 1°deki 60 aileden her biri) icin rassal ve goriinmeyen hata terimi asagidaki

gibi tanimlanir:
ui = Yi—E(Y|Xi) Vi

Hata terimi her bir ailenin Y; degeri ile yine o ailenin Xj degerine karsilik gelen Y nin kosullu
ortalamasi (E(Y|Xj)) arasindaki farktir.

! Kosullu ortalamalar her zaman diiz bir dogru iizerinde olmak zorunda degildir. Buradaki érnek diiz ¢izgi

verecek sekilde olusturulmustur.
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Bu tanimdan yola ¢ikarak her bir birimin Y degeri asagidaki gibi yazilabilir.
Yi=E(Y|Xi) + ui
= Bo + P1Xi + Ui (E(Y|Xi) = Bo + B1Xi oldugundan)

Bu denklem anakiitle regresyon denklemi (ARD) olarak adlandirilir. ARD denklemine gore
her bir Y; iki bilesenden olusur:

1) E(Y]Xi) = Po + PB1Xi : X=X iken Y’nin kosullu ortalamas1 (geliri Xi olan ailelerin
ortalama gelirleri)

2) Ui =Yi— E(Y|Xi) : i. birim igin rassal hata terimi (her bir ailenin Y; degeri ile kendisi

ile ayn1 gelire sahip -geliri X olan- ailelerin ortalama gelirleri arasindaki fark).

Yine ARD denkleminden yola ¢ikarak her bir Xi’ye karsilik gelen hata terimlerinin kosullu

beklenen degerinin 0 oldugu sonucuna ulasiriz:
E(ui |Xi) =0 vi.
Kanit: ARD denkleminin iki tarafinin kosullu beklenen degerini alalim:
E(YilXi) =EE(YX)IX) + E(uilXi)

= E(Y[Xi) + E(ui]Xi) (E(Y|Xi) sabit oldugundan)
Buradan E(ui|X;) = 0 bulunur.

Hata terimleri, anakiitle Y; degerlerini belirleyen, X disindaki tiim diger bilinmeyen ve

gozlemlenemeyen etkileri temsil eder.
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Tablo 2.4: Ornek 1’de Yer Alan 60 Aile icin Rassal Hata Terimleri

Xi = 80 i¢in Yi E(Y|Xi) ui = Yi— E(Y|Xi=80)
55 65 -10
60 65 -5
65 65 0
70 65 5
75 65 10
Toplam 325 0
Ortalama 65 0
Xi =100 i¢in Yi E(Y|Xi) ui = Yi— E(Y|Xi=100)
65 77 -12
70 77 -7
74 77 -3
80 77 3
85 77 8
88 77 11
Toplam 462 0
Ortalama 77 0
Xi =120 i¢in Yi E(Y|Xi) ui = Yi— E(Y[Xi=120)
79 89 -10
84 89 -5
90 89 1
94 89 5
98 89 9
Toplam 445 0
Ortalama 89 0
Xi = 140 i¢in Yi E(Y|Xi) ui = Yi— E(Y|Xi=140)
80 101 21
93 101 -8
95 101 -6
103 101 2
108 101 7
113 101 12
115 101 14
Toplam 707 0
Ortalama 101 0

Xi =200, 220, 240, 260 i¢in hata terimleri ile kosullu beklenen degerlerinin hesaplanmasi

okuyucuya birakilmistir.




2.4 Orneklem Regresyon Fonksivonu (ORF)

Gergekte tiim anakiitleyi gozlemlemek miimkiin olmadigindan ARF’yi bilmemiz miimkiin
degildir. Bu nedenle ARF’yi ancak 6rneklem verileri kullanarak tahmin edebiliriz. Bu amacgla,

anakiitleden rassal olarak segilmis N gozlemli (X, Yi) (i=1, ..., N) dérneklem olusturulacaktir.
ARF E(Y|Xi) = Bo + B1Xi iken drneklem regresyon fonksiyonu (ORF) asagidaki gibidir.
?i = BO + BlXi (1:1) seey N)

Burada Y; ARF’nin (E(Y|Xi) = o + B1Xi) bir tahmini, B, sabit terim fo’mn bir tahmini ve

B;egim katsayisi P1’in bir tahminidir.
Orneklem verisinin ozellikleri:

e Orneklemi olusturan gdzlemler, anakiitle gdzlemlerinin bir alt kiimesidir.
e Anakiitleden farkli rassal 6rneklemler elde edilebilir. Her bir 6rneklem Bo ve B1 icin
farkl1 tahmin degerleri verir. Diger bir deyisle her bir rassal érneklem farkli bir ORF

(farkl1 B, ve B, degerleri) verecektir.

Ornek: Ornek 1’de yer alan 60 aileden olusan anakiitleden 10 gozlemli iki fakli rassal
orneklem alalim. Orneklem secilirken 10 adet X degerinin tiimii alinmis, bunlara karsilik

gelen Y degerleri rassal olarak secilmistir.

Tablo 2.5: Orneklem 1 ve Orneklem 2

Orneklem 1 Orneklem 2
Xi Yi Xi Yi
80 70 80 55
100 65 100 88
120 90 120 90
140 95 140 80

160 110 160 118
180 115 180 120
200 120 200 145
220 140 220 135
240 155 240 145
260 150 260 175
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Iki 6rneklemde ayn1 olan X degerlerine karsilik farkli Y degerleri vardir. Bu nedenle farkli
B, ve By degerleri elde edilecektir. ORF elde edilirken verileri en iyi yansitacak dogrunun

bulunmas1 amaglanmis ve asagidaki ORF’ler bulunmustur.
Orneklem 1: Y, = 24.46 + 0.51X;
Orneklem 2: Y, = 17.17 + 0.58X;

Diger bir deyisle Orneklem 1 verileri kullanildiginda B, = 24.46, B, = 0.5091, Orneklem 2
verileri kullamldiginda B, = 17.17, B; = 0.5761 bulunmaktadir. Grafik 2.2 Orneklem 1 ve
Orneklem 2 verileri kullanilarak elde edilen ORF’leri vermektedir. Orneklem 1 ile bulunan

egri daha yatik, Orneklem 2 ile bulunan egri daha diktir.

Grafik 2.2: Orneklem Verileri ve Orneklem Regresyon Fonksiyonlart
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Hangi ORF gercek ARF’unu yansitmaktadir? Gergek anakiitle egrisine bakmadan bunu
bilmek miimkiin degildir. Bunlarin gergek egriyi yansittigi diisliniiliir. Ancak Ornekleme
yapildigindan bunlar gergek ARF ile ayni degildir, ARF’ye yalnizca bir yaklastirmadir
(tahmindir).

ORF’nun ARF’a ne kadar yakm oldugu, ORF’nun &rneklem verisi kullanilarak nasil

olusturulduguna, diger bir deyisle 8, ve B, tahmin edicilerinin 6zelliklerine baglidir®.

2 Tahmin edici, drneklem verileri kullanilarak anakiitle parametrelerinin nasil tahmin edilecegini gosteren kural,

formiil veya metoddur.
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2.5 Orneklem Regresyon Denklemi (ORD)

Orneklem regresyon denklemi (ORD) anakiitle regresyon denkleminin (ARD) érneklemdeki

karsiligidir.
ARD: Yi = E(Y|Xi) + ui = Bo + BXi + Ui
ORD Yi = ?i +ﬁ1 = GO + Glxi + ﬁi

Burada Y, = Bo + B1Xi ARF'nin (E(Y[Xi) = Po + PXi), B, sabit terim Po’m, B;egim

katsayist B1’in ve {j; 1 6rneklem gozlemi igin hata terimidir.

ORD denklemi, her bir drneklem gdzlemini (Yi) iki bilesenin toplami olarak belirler:
1) Her bir 6rneklem X degeri (Xi) i¢in Y’nin tahmin degeri: ¥; = Bo + B1X;
2) i. 6rneklem gozlemine karsihk gelen hata terimi: G; = Yi — Yi= Yi — By — BiX;
(i=1,...,N)

Grafik 2.3: Anakiitle ve Orneklem Regresyon Egrilerinin Karsilastirmast
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Anakiitle regresyon egrisi ARF’nin (E(Y|Xi) = Po + P2Xi), orneklem regresyon egrisi
ORF'nun (Y; = Bo + P1X;) grafigidir.

Bundan sonraki boliimlerde amacimiz anakiitle regresyon egrisine en yakin sonucu verecek

orneklem regresyon egrisi tahmin yontemini bulmak olacaktir.
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