6. DOGRUSAL REGRESYON MODELINE MATRIS YAKLASIMI

Yi=Po+ PuXui+ PaXoi + ... + PXui + Ui (1=1,2, ..., n) gibi ¢ok aciklayict degiskene sahip

bir model, asagidaki gibi bir esanli denklem modelini gostermektedir.

Y1 =Po+ BaXur + P2Xor + ... + PuXke + U1
Y2 = Bo + P1Xw2i + PaXa2 + ... + PuXk2 + Uz (6.1)
Yn =Po+ Pr1X1n + P2Xon + ... + PrXkn + Un

Bu modelin matrislerle ifadesi ise asagidaki gibidir.

1 X111 X1 Xk1] [Bo Ug
1 X12 X22 . XE{Z [3:1 + u:z veya
1 Xln Xon Xkn
Y=XB+u
Burada
v,
Y= Y:Z nx1 boyutlu bagimli degisken gbzlemleri vektort,
[ Yn
(1 X1 Xa1 | X
X= 1 le X22 . XFZ nxk boyutlu agiklayici degisken verileri matrisi,
1 Xin Xon o+ Xkn
B1 Uy
B= B:Z kx1 boyutlu katsayilar vektorii ve u = u:z nx1 boyutlu hata terimleri vektoriidiir.
Bk Up

6-1



6.1 Klasik Dogrusal Regresyon Modelinin Varsayimlarimin Matrisle Gosterilmesi

1. Hata terimlerinin beklenen degeri sifirdir (E(ui) = 0) varsayimin matrisle gosterimi E(u) =0

seklindedir.

Uy E(uy) 0

E u:Z = E(?Z) = 0 anlamma gelmektedir.

Up E(un) 0

2. Hata terimlerinin varyansi sabittir ve aralarindaki kovaryans sifirdir (E(uiuj) = 0 , i#j ve

E(uilj) = 62, i=j iken) varsayimin matrisle gsterimi E(uu’) = 6?1 dir.

u, u>  uu, ... uuU,
u u,u u? u,u
Eua)=El *u, u, ... u =€ 2" 77 2
un unul unu2 Ui
E(uf) E(uu,) ... E(uu,)
_ E(u,u) E(ui) ... E(upu,)
E(u,u;) E(u,u,) ... E(u})

E(ui) = 0 oldugundan Var(ui) = E{ui - E(u)}* =E{ui}®> ve

Cov(uiui) = E{[ui - E(ui)][u; - E(uj)]} = E{uiyj). Dolayisiyla,

Var(u?)  Cow(u,u,) ... Cow(u,u,)
E(uw’) = Cov(yzul) Var.(uﬁ) 2 COV(l.JzUn)
COV(;J uy) COV(l'J u,) Var.(u %)
o> 0 0 0
| ":2 o D =er] T =6 olmaktadr
0 0 ..o l0o0 .. 1

Bu matris hata terimlerinin varyans-kovaryans matrisidir. Ana kdsegen iizerindeki

ogeler varyansi, diger geler kovaryansi gosterir. Simetrik matristir.
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E(uu’) = 6?l varsayimu iki alt varsayim igerir.

2.1 Sabit varyans (homoscedasticity) veya degismeyen varyans varsayimi:
Hata terimlerinin  varyansi sabittir ve aymdir. Var(ui) = o2
Bu varsayim saglanmadiginda degisen varyans (heteroscedasticity) sorunu vardir.

2.1 Ardisik bagimlilik (autocorrelation) yok varsayimi: Hata terimleri arasindaki
kovaryans sifirdir. Cov(uiyj)) =0ij=1,...,n i # j

Bu varsayim saglanmadiginda ardisik bagimlilik sorunu ortaya ¢ikar.
2i varsayimi ile Yi’lerin varyanslar1 da belirlenmis olmaktadir. Vektor olarak ifade edersek
Var(Y) = E{[Y - E(V)I'TY - E(YV)]} = E{[Y - XB)I'TY — XP]}
= E{[XB + u—XP)]'[XB + u— Xp]} = E{u'u} = 6.l
Bu Var(Yi) = o, anlamina gelmektedir.

3. X matrisindeki agiklayic1 degiskenler rassal degiskenler olmayip her 6rneklemde aym
degeri alan degiskenlerdir. Bu durumda X degiskenleri ile hata terimleri arasinda bir iligki de
olamaz. Aciklayic1 degiskenlerin rassal degiskenler olmasi kabul edilirse, bu durumda X'ler
ile u’nun iliskisiz oldugunu agik¢a varsaymak gerekir. Her iki durumda da varsayim su

sekildedir: Cov(Xijjui) = 0 veya matris ifadesiyle E(X'u) = 0

4. X matrisinin agamasi (rank) denklemde tahmin edilen katsay1 adedi k’ya esittir ve k da veri

sayist n’den kiigiiktiir: rank(X) =k <n

rank(X) = k olmasi, X verilerini temsil eden vektorlerin birbirinden bagimsiz
olmasi anlamina gelmektedir. Bu varsayim saglanmadiginda tam ¢oklu dogrusallik

(perfect multicollinearity) sorunu var demektir.

k < n smirlamasi, serbestlik derecesi (degrees of freedom) {izerine bir sinirlama
getirmektedir. Tahmin sonuglarinin serbestlik derecesi bakimindan giivenilir

olabilmesi i¢in SD en az 12 olmalidir.

5. Hata terimleri normal dagilima sahiptir. Birinci ve ikinci varsayimlarin gecerli oldugu

kabul edilirse, varsayim su sekildedir: u ~ N(O, &%1)

Bu varsayim t ve F-testi gibi hipotez testlerinin uygulanmasinda gereklidir.
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6.2 EKK tahmini

Genel Dogrusal Model

Yi=B1+P2Xig+ B3 Xiz+ ... +Pc Xik+ Ui, i=1 ... nveya Y = Xp + u modelinde EKK

~ A~ A~

yontemi @'t = [@, @, .. U,]|"2|=0%+43++02=Y",a?yi minimize eder.

Y =XB + u iliskisinden @ = Y — XB , @ = (Y — XB)  ve bdylece
i'd = (Y- XB) (Y- XB) = Y'Y — 2B'X'Y + B'X'XB bulunur.

Minimizasyon igin bu fonksiyonun B ya gore tiirevi sifira esitlenmelidir:

alas

ouu 2X'y +2X'XB=0
g Y -

ve bunun sonucu
X'XB = X'Y bulunur.

Son islemlerin yapilmasinda matris cebiri kullanilmistir. Buradan B y1 bulmak igin esitligin

iki tarafin1 da X’X matrisinin tersiyle ¢arpmaliyiz. Boylece (X'X)~1(X'X)B=(X'X)1X"Y ve
B =(X'X)X'Y

bulunur. Bu EKK tahmin edicisidir.
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6.3 B min Varyans-Kovaryans Matrisi ve ¢,2'nun tahmini

B=(XX)IXY = (XX)IX'(XB + u) = (X'X) XX + (X'X)1X'u) = p + (X'X) XU (6.1)
ve boylece
E(B) = E{B + (XX)"X'U)} = E(B) + (XX)E(X'u) = B dur. (6.2)

Burada {iglincli varsayimdan yararlanilmis ve aciklayic1 degiskenlerin rassal olmayip, her
orneklemde ayni degeri aldigi varsayimiyla X’ler beklenen degerin disma ¢ikartilmistir.

Buradan katsay1 tahminlerinin varyans-kovaryans tahminleri asagidaki gibi bulunabilir.
Var,Cov (B) = E{[B-E(B)IL B -E(B)]}
= E{[(X'X) 1Xu][(X'X)*X'u]'} (ciinkii 6.1 ve 6.2°den B-E(B) = (X'X)X'u)

= E{(X'X)IXuuX (X' X) ™1} = (X' X)X E(uu)X(X'X)?

= (X'X) X 62X (X'X)? (¢iinkii E(uu') = o,21)
= o2 (X'X) XX (X'X)
= a2 (X'X)? (¢tinkii X'X(X'X)™=1)
a, a, .. a, cla,, o.a, .. olay,
cla, 628, ... Gla,

aZl a22

a A
(X'X)" = :Zk boylece Var, Cov(B) =

2 2 2
Qg Qg - A Oyl Oyl - Oyl
Bu matrisin asal kdsegenindeki 6geler B; katsayilarmin varyanslaridir.

Var(p,) = ou?aw, Var(p,) = o2z, ... Var(B,) = o,

Diger dgeler [3 ; katsayilar1 arasindaki kovaryanslari gosterir. (X'X)? simetrik oldugundan

karsilik gelen kovaryanslar esittir.

Cov(B, B,) = ou?arz = Guaz ... gibi.
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Varyans ve kovaryanslarin ornek verilerinden tahmin edilebilmesi igin o2

edilmesi gerekir.

Hata terimi i¢in 6rnekleme varyansi

-k

NP i
Var((;) =6° ===
n-k

o
o

>

’nun tahmin

Eger hata terimleri tek tek bulunmak istenmiyorsa ('( toplami su sekilde bulunur:

00 =(Y-XB)(Y-XB)=Y'Y-YXB-BXY +BXXB
(B= (X'X)1X'Y oldugundan B' = Y'X(X'X)™)
= Y'Y - YX(XX) XY - YX(XX) XY + YXXX) XX (XX) XY
= Y'Y - YX(XX)IXY - YX(XX) XY + Y X(XX) XY
= Y'Y - YX(X'X)IX'Y
=YY -BXY
Demek ki

52 Y'Y XY
! n-k
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6.4 Belirlilik Katsayisinin ve F istatistidinin Matrislerle Gosterimi

Belirlilik katsayis1 matrisler kullanilarak

R2 _ B'X'Y — nY?
Y'Y — nY?

formiiliiyle bulunabilir. Benzer bir sekilde F istatistiginin formiilii asagidaki gibidir.

R?/(k— 1)

FCT-R/m-n

_ (BX'Y-nY?)/(k—1)
(Y'Y - B'X'Y)/(n~k)
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