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KORELASYON ve REGRESYON

Bir¢ok durumda arastirici iizerinde calistig1 6rnekte birden fazla 6zellige ait veri
toplayabilir. Bu gibi durumlarda sadece ornegin tanitici istatistiklerini hesaplamak ve
bilmek arastirict i¢in yeterli olmayacaktir. Clinkli bu elde veriler olmasina ragmen bilgi
kayb1 demektir ve eldeki veriler kullanilarak iki 6zellik arasinda bir iliski olup olmadigi,
degiskenlerden birinin bir birim artmasina karsilik diger degiskende nasil bir degisiklik
meydana geldigi arastirilabilir.

Bir 6rnekten birden fazla 6zellige ait veri toplandigi zaman hesaplanmasi gereken
istatistikler korelasyon ve regresyon katsayilaridir. Bu kitapta s6z konusu katsayilar
acgiklanirken iki 6zellik arasindaki dogrusal iliski dikkate alinmistir.

Degiskenler arasindaki iliskilerin kaynagi degisik olabilir. Ele alinan
degiskenlerden biri digerini etkileyen etkenlerden (faktdrlerden) biri olabilir. Bu tip
iliskilere sebep-sonug iliskisi denir. Ele alinan iki degiskenin her ikisini de etkileyen
bir veya bir¢ok faktoriin varligr da iliski sebebidir. Her iliskiyi sebep-sonug iligkisi olarak
ele almak yanlistir'. Ornegin, sigara tiiketimi ile akciger kanseri vakas1 sayisi arasindaki
iliskiyi arastirirken, 20 y1l boyunca tiiketilen sigara miktar: ile akciger kanserinden
Olenlerin sayis1 arasinda hesaplanan iliskiyi dikkatli yorumlamak gerekir. Bu iliskide
sigaranin kanser yapma etkisi yaninda, zamana bagli olarak niifusun, teshis metotlarindaki
gelismenin ve doktora bagvurma aliskanliginin artmasinin da etkisi vardir.

5.1. Korelasyon Katsayisi

Bir ornekten iki ozellige ait toplanan verilerin koordinat sisteminde noktalar
halinde gosterilmesi arastirictya iki 0zellik arasinda bir iliski olup olmadigi, eger varsa
iliskinin sekli hakkinda bir 6n bilgi verecektir.

Eger veriler koordinat ekseninde isaretlendigi zaman S$ekil 5.1°de verilen
grafiklerde gorildigi gibi bir dagilim gosteriyorsa iki oOzellik arasindaki iliskinin
derecesini belirten korelasyon katsayis1 (r) 0 veya 0’a ¢ok yakin bir degerdir. Bu iki
ozellik arasinda dogrusal bir iliski olmadigin1 gosterir.

Y - Y

X X

SEKIL 5.1. X ve Y &zellikleri arasindaki iliskinin 0 veya 0’a yakin olabilecegi durumlar

! Birgok degiskenin zaman periyodu iginde degismesi de bu degiskenler arasinda bir
iliskiye neden olur.
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Iki &zellige ait veriler koordinat sisteminde isaretlendigi zaman asagidaki
grafiklerde gosterildigi gibi noktalar bir dogru iizerinde siralanabilir. Bu, iki 6zellik
arasinda tam bir iliski oldugunu gosterir, yani her X degerine karsilik gelen bir tek Y
degeri vardir. Tam iliski oldugu zaman korelasyon katsayis1 1.0 olarak bulunur. Iliskinin
yOniinii ise korelasyon katsayisinin isareti belirtir. Eger iki 6zellik arasindaki iliski Sekil
5.2.a’daki gibi artan bir iliski ise yani X arttitkca Y de artiyorsa korelasyon pozitif
isaretlidir, yani r=1.0 olarak bulunur. Fakat iki 6zellik arasindaki iliski Sekil 5.2.b’de
verildigi gibi negatif (ters, azalan) bir iligki ise korelasyon katsayisi negatif isaretlidir,
yani r=-1.0 olarak bulunur.

r=1.0 r=-1.0

SEKIL 5.2. X ve Y 6zellikleri arasinda a. artan ve b. azalan tam dogrusal iliski

Veriler koordinat sisteminde isaretlendigi zaman Sekil 5.3.a ve b’de verildigi gibi
de olabilir.

a. 0<r<1 b. -1<r<0

SEKIL 5.3. X ve Y &zellikleri arasinda tam olmayan a. artan ve b. azalan dogrusal iliski

Sekil 5.3’de goriildiigii gibi iki 6zellik arasinda tam bir iliski yoktur, yani noktalar
bir dogru tizerinde dizilmemislerdir. Bu durumda, eger Sekil 5.3.a’da oldugu gibi iki
ozellik arasinda tam olmayan pozitif bir iligki varsa korelasyon katsayis1 0 ile +1 arasinda
bir deger alir. iki 6zellik arasinda negatif tam olmayan bir iliski s6z konusu oldugu zaman
ise (Sekil 5.3.b) korelasyon katsayisi -1 ile 0 arasindadir.

Yukarida da aciklandig1 gibi korelasyon katsayis1 -1 ile +1 arasinda degisir. Iliski
tam ise 1 degerini alir. Korelasyon katsayisinin isareti ise iligkinin yoniinii gdsterir.
Korelasyon katsayisinin esiti ise populasyonda asagidaki gibidir:
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Populasyonda :
2 (X —p I —uy)

p= = = ..(5.1)
VEG 1) E0 k)
Ornekte:
po 2 X0 —Y) (52)
VI - Z(y, -9
Ve kisaca asagidaki gibi gosterilir.
r= & ..(5.3)

- rdizd?

Esitlikte, dedy, carpimlar toplami, Zdi , X degiskenine ait kareler toplamu,

de, , Y degiskenine ait kareler toplamidir.

Carpimlar toplami, X degerlerinin kendi ortalamalarindan sapmalar1 ile Y
degerlerinin kendi ortalamalarindan sapmalarinin c¢arpimlarinin  toplamidir ve
>d,d, =3(x; =X)(y; =Y) seklinde gbsterilir. Kareler toplaminin hesaplanmasinda

oldugu gibi ¢arpimlar toplaminin hesaplanmasinda da kolaylik i¢in asagida verilen esitlik
kullanilir. Her birey i¢in X ve Y degerlerinin ¢arpimlarinin toplamindan X ve Y
degerlerinin toplamlarinin ¢arpiminin birey sayisina boliimi ¢ikarilir. Korelasyon
katsayisinin igaretini, carpimlar toplaminin isareti belirler.

2d,d, =3Xy; _ X )y --(5.4)

n

5.2. Regresyon Katsayisi

Ele alinan iki degiskenden biri digerinin fonksiyonu olarak ele alinabilir. Bu durum
ozelliklerin dogas1 olarak boyle olabildigi gibi, arastirict isine uygun oldugu i¢in kendisi
boyle se¢mis olabilir. Bir iilkenin niifusu yillar ilerledik¢e artar. Yani pozitif bir iliski
vardir. Burada iilke niifusu yillarin (zamanin) bir fonksiyonudur. Niifus Y, zaman X ile
tanimlanirsa bu iliski kisaca y=f (x) olarak gosterilir. Herhangi bir aracin fren sonucu
yerde biraktigi iz (metre olarak) o andaki hizinin (km/saat) bir fonksiyonudur. Gergekte
iliski fren mesafesi = f(hiz) seklindedir. Ancak giinliik yasamda herhangi bir kaza
sonucu aracin o andaki hizi bilinmek istenir. Bu kaza yapan taraflar i¢in ¢ok onemlidir.
Ancak kaza olmus bitmistir ve kanit olarak yolda aracin biraktig1 fren izi vardir. Iste hiz1
tahmin etmek igin gergekteki durumun aksine hiz=f(fren mesafesi) seklinde cle
alinabilir.
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Degiskenlerden biri digerinin fonksiyonu olarak tanimlandiginda esitligin sol
tarafindaki degiskene bagimli degisken sag tarafindakine de bagimsiz degisken denir.
Bagimli degisken birden fazla degiskenin fonksiyonu olarak da ele alinabilir, y=f (x4,
X2, X3) gibi.

Bu boliimde bir bagimli ve bir bagimsiz degisken arasindaki iliski ele alinacaktir.

y=f (x) esitliginde; X bagimsiz degisken Y ise bagimli degiskendir. Ornekteki X
ve Y ciftleri koordinat ekseninde noktalandiginda, iliskinin dogrusal oldugunun
varsayilabilecegi kararina varilmis ise fonksiyon 6rnekte;

Y=a+bX+e seklinde ifade edilebilir.

Bagimsiz degiskenin kendi 6l¢ii birimi cinsinden bir birim degismesine karsilik
bagimli degiskenin kendi 6l¢ii birimi cinsinden ortalama olarak ne kadar degisecegini
gosteren katsayiya regresyon katsayisit denir. Korelasyon katsayist iki 6zellik arasinda
iliskinin derecesini verir ve bir birimi yoktur. Fakat regresyon katsayisinin birimi vardir
ve bagimsiz degiskende bir birim degismeye karsilik bagimli degiskenin kendi birimi
cinsinden ortalama olarak degisecegi miktardir. Bagimsiz degisken X ve bagimli degisken
Y ile gosterilirse: X degiskeninin bir birim artmasina karsilik Y degiskenin kendi birimi
cinsinden ortalama olarak degisecegi miktara Y’nin X’e gore regresyon katsayisi denir ve
byx olarak gosterilir. Eger Y degiskeni bagimsiz degisken ise bu durumda da by seklinde
ifade edilir.

byx= Y’ nin X’e gore regresyon katsayisi
bxy= X’in Y’ ye gore regresyon katsayisi

Regresyon katsayisinin hesaplanmasi i¢in kullanilan esitlik genel bigimde
asagidaki gibidir:

Carpimlar Toplam

R kat b) =
cgresyon katsayist (b) Bagimsiz degiskene ait kareler toplanu

Bu durumda byx katsayisinin hesaplanmasi i¢in kullanilacak esitlik;

>d.d,
yX = zdi

..(5.5)

ve byxy katsayisinin hesaplanmasi i¢in ise kullanilacak esitlik;

_24d4,

b —

.(5.6)
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Yukarida verilen esitlikler kullanilarak regresyon katsayisi hesaplandigi zaman iki
ozellik arasindaki iliskinin yoniine bagli olarak katsayinin isareti pozitif veya negatif
cikar. Eger iki 6zellik arasinda ters bir iliski varsa katsay1 negatif isaretli, artan bir iliski
varsa katsay1 pozitif isaretli olarak bulunur. Regresyon katsayisinin isareti ile korelasyon
katsayisinin isareti hi¢ bir zaman farkli bulunamaz ¢iinkii her ikisinin de isareti ¢arpimlar
toplaminin isareti ile belirlenir.

5.3. Regresyon Denklemi

Eger isaretlenen noktalar bir dogru lizerinde olsa idi dogrunun denklemi kolayca
olusturulabilirdi. Eger noktalar tam bir dogru iizerinde degil de, dogru etrafinda
dagiliyorsa X ve Y degerlerine karsilik gelen noktalarin hepsine birden en yakin gegecek
bir dogru olusturulabilir. Olusturulacak bu dogruya “Regresyon Dogrusu” , bu
dogrunun denklemine de “Regresyon Denklemi” veya “Onceden Tahmin

Denklemi” denir ve \A(:a+beX seklinde gosterilir. Sekil 5.4’te gosterildigi gibi

denklemdeki “a” katsayisi, regresyon dogrusunun Y-eksenini kestigi noktanin ordinati, byx
ise regresyon dogrusunun egimi yani regresyon katsayisidir.

10 + e=Y-Y
~N
6 + /- .
. .l .
1
0 | | | | |
0 2 4 X 6 8 10

SEKIL 5.4. X ve Y 6zelliklerine ait gergek gozlemler ve regresyon dogrusu
Regresyon denklemindeki katsayilar, X degerlerine karsilik gézlenen Y degerleri

ile bu denklemden tahmin edilecek Y degerleri arasindaki sapmalarin kareler toplamini
minimum yapacak sekilde hesaplanmiglardir, yani bu katsayilar >(Y '9)2 degerini
minimum yapan degerlerdir. 3 (Y -Y)Zesitliginde Y yerine (a+ b, X) konarak
>(Y-(a+ bYXX))2 esitligi elde edilir. Bu esitligin tahmin edilmek istenen “a” ve “b”’ye

gore kismi tiirevleri alinarak sifira esitlendigi ve elde edilen esitlikler ¢oziildiigii zaman

< ~ d.d
bu katsayilarin esitleri a=Y —b, X ve b = 2 32 Y olarak bulunur.

Y=a+tbyxX+e
ve;
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tahmin esitligi de Y =a+b, X olduguna gore Y-Y =e’dir. Buna regresyondan sapma

denir. a ve b katsayilari, bu sapma kareler toplamini (Zez) minimum yapan degerlerdir.
Regresyondan sapmalarin, ortalamasi sifir, varyans1 o2 olan normal dagilim gosterdigi
varsayilir.

5.4. isabet (Dogruluk) Derecesi

Yukaridaki tahmin edilen degerlerden de goriildiigli gibi gozlenen degerler ile
tahmin edilen Y degerleri arasinda bir farklilik vardir. Bunun sebebi iki 6zellik arasindaki
iliskinin tam iligski olmamasidir. Olusturulan bu denklem ile yapilan tahminlerin dogruluk
(isabet) derecesi, r? ile gosterilir. r°, yukarida agiklanan ve hesaplanan korelasyon
katsayisinin karesine esittir. Korelasyon katsayisinin mutlak deger olarak 1’e yaklasmasi
regresyon denklemi kullanilarak yapilacak tahminlerin isabet derecesinin yiiksek oldugu
anlamina gelir.

ORNEK 1:

Herhangi bir vitamin karmas1 surubunda kapag1 acildiktan sonra oda sicakliginda
muhafazasi halinde C vitamini miktarinin degismesini incelemek iizere yapilan bir
calismada baslangicta ve haftalar boyunca birim hacimde bulunan C vitamini miktari
asagidaki gibi olsun.

Birim hacimde bulunan C
Haftalar vitamini
0 100
90
70
40
30

ol oY - | \O)

Gozlemler koordinat ekseninde isaretlenince Sekil 5.5’deki grafik elde edilir.

Burada haftalar bagimsiz degisken (X), buna bagli olarak degisen vitamin miktari
ise bagimli degiskendir (Y). Vitamin miktar1 zamanin bir fonksiyonu olarak alinir, yani
Y=f (x)’dir.

Sekil 5.5’te koordinat eksenine isaretlenen noktalarin dagilimina bakilirsa,
iliskinin dogrusal olarak alinabilecegi goriiliir. O halde varsayilan regresyon modeli;

Y=a+pX+e
seklindedir. Bu modelin ele alinan 6rnekten tahmini
Y =a+byX

seklinde olacaktir.
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Sekil 5.5. Haftalar boyunca birim iinitede bulunan C vitamini miktari

Bu modelin katsayilarinin yukarida aciklandigi sekilde hesaplanmasi i¢in asagidaki
tablo hazirlanmistir.

X Y X? Y? XY

0 100 0 10000 0

2 90 4 8100 180

4 70 16 4900 280

6 40 36 1600 240

8 30 64 900 240
| Toplam 20 330 120 25500 940

Toplamlar agsagidaki gibidir:
TX =20, TY =330, XY =940, ¥ X% =120, SY? = 25500

Bagimsiz degiskenin ortalamasi: X = 2—50 =4

Bagimli degiskenin ortalamast: Y = 3—20 =66
y e 2 (20)2
Bagimsiz degiskenin kareler toplami: > d% =120- =40
2
Bagiml1 degiskenin kareler toplamai: Zd\z( = 25500 — (330) = 3720
2
Carpimlar toplam1: Y dydy = 940— w =-380

Birim hacimdeki C vitamini miktarinin zamana gore regresyon katsayisi ise 5.5
numaralt esitlikte yukarida hesaplanan degerler yerine konarak asagidaki sekilde
hesaplanir:
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-380
- - _ .95
40

-9.5 katsayisinin anlami “Bagimsiz degigskenin (haftanin) bir birim artmasina
karsilik (1 hafta) bagimli degiskenin (vitamin) 9.5 mg azaldigi1” seklindedir.

a=Y-b,X
a = 66— (~9.5)(4) = 104

Bu sonuclara gore regresyon esitligi,

Y =104-95X seklindedir.
Ele alinan zaman ve birim hacimdeki C vitamini arasindaki korelasyon katsayisi,
5.3 numarali esitlikte hesaplanan degerler yerine konarak asagidaki gibi hesaplanir:

_ 380 _ g5

by J/(40)(3720)

Hesaplanan korelasyon katsayis1 birim iinitedeki C vitamini ile zaman arasinda
0.985 gibi azalan dogrusal bir iliski oldugunu gdosterir. Bu drnek i¢in belirtme katsayisi
veya isabet derecesi de (0.985)?=0.97 olarak bulunur. Bunun anlami, bagiml degiskendeki
degismelerin %97’sinin bagimsiz degisken ile a¢iklanabildigi seklindedir.

ORNEK 2:

Agaclardaki yas halkalarinin genisligi bir¢ok faktoriin etkisi altindadir. Bunlardan
en onemlisi de yillik yagis miktaridir. Yagisin fazla oldugu yillarda yas halkalar1 daha
genis, az oldugu yillarda ise daha dardir. Cok yasli agaglarin herhangi bir nedenle kesilme
durumunda yas halkalarinin genisliklerinden yiizlerce y1l dnceki yagis miktarlar1 ve kurak
gecen yillar hakkinda bilgi edinilebilir. Herhangi bir bolgede yagis goézlemi (rasadi)
yapilan yillar ve o bolgede kesilmis olan agacin o yillara ait halka genislikleri arasindaki
iliski belirlenerek 80—100 yil dncesine (agacin yasina gore daha eski) ait yagis tahmin
edilmeye calisilir. Yagis halkast genisligine (X), yillik yagis miktarina da (Y) densin.
Gergekte yas halkasi sonug, yillik yagis miktar: da sebeptir. Yani X=Ff (y)’dir. Ancak yas
halkas1 genisliginden yagis miktar1 tahmin edilmek istendiginden ger¢ek durumun aksine
yagis (mm)=f(halka genisligi) veya Y=f(x) seklinde, yani yagis, halka genisliginin bir
fonksiyonu seklinde alinabilir.

Ornek olarak herhangi bir bélgede yasli bir agacin kesildigini ve o bélgede son 10
yilda yillik yagis rasadi (gerg¢ekte daha uzun yillar1 kapsar) yapildigini varsayalim. Bu
yillara ait yagis miktarlar1 ve yas halkasi 6l¢iimleri asagidaki gibi olsun. Yagis Y ekseni,
yagis halkasi genisligi de X ekseni olarak alindiginda ve Sekil 5.6°da gosterildigi gibi
gozlemler koordinat eksinine isaretlendiginde Y=a+bX gibi bir dogrusal modelin
kurulabilecegi goriilmektedir.
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Yas halkas1 genisligi (X) | Yillik yagis (Y) X? Y? XY
33 460 10.89 211600 1518.0
3.1 460 9.61 211600 1426.0
2.8 410 7.84 168100 1148.0
3.3 440 10.89 193600 1452.0
3.5 470 12.25 220900 1645.0
3.0 455 9.00 207025 1365.0
3.1 440 9.61 193600 1364.0
3.8 490 14.44 240100 1862.0
3.2 462 10.24 213444 1478.4
2.6 390 6.76 152100 1014.0
31.7 4477 101.53 | 2012069 | 14272.4

Not: Agaglar ¢ok yasli oldugu igin, bu ileri yaslarda ayni yagis miktarinda yagis halkasi

genigligine yasin etkisinin ihmal edilebilecek kadar az oldugu varsayilmistir.

500 +

475 +

450 -

425 +

400 +

Yillk yagis (mm)

375 +

350 1 1

e=Y-Y

2,5 2,7 2,9

3.1 3.3 3,5

Yas halkas1 genisligi (mm)

SEKIL 5.6. Yas halkas1 genisligine gore y1llik yagis miktar

Gozlemlere ait asagidaki degerler hesaplanir:

Bagimsiz degiskenin ortalamasi: X = 3.17
Bagimli degiskenin ortalamasi: Y = 447.7

Bagimsiz degiskenin kareler toplamai: Zdi =1.041
Bagimli degiskenin kareler toplama: Zd% =7716.1

Carpimlar toplami: > dydy =80.31

3,7

3,9

Y=a+ byxX tahmin esitliginin katsayilar1 asagidaki gibi bulunmustur:

by=77.15

a=203.14

5/9




BOLUM 5

ECZ158 BIYOISTATISTIK DERSI

5. HAFTA DERS NOTLARI

Kaynak Kitap: BiYOISTATISTIK (2007) Kesici T. ve Kocabas Z., ikinci Baski,
Ankara Universitesi Eczacilik Fakiiltesi Yayin No:94

Bu 6rnek i¢in hesaplanan regresyon denklemi ve iki 6zellik arasindaki korelasyon
katsayis1 ise agsagidaki gibidir:

Y = 20314+ 7715X
r=0.90

Burada 77.15’in anlami, yas halkalarinin 1 mm artmasina karsilik yagista ortalama
olarak 77.15 mm artmaktadir. Tahmin dogrusunu koordinat ekseninde ¢izmek i¢in
bagimsiz degiskenin iki degerine karsilik bagimli degiskenin aldig1 degerler hesaplanir,
bu noktalar dogru ile birlestirilir. Ornek olarak,

X =27 icin Y =411.45
X =3.8 icin Y =496.31

Dogruyu daha duyarli ¢izmek i¢in tahmin noktalarini ¢ok yakin almamak gerekir.
Cizilen bu dogru gézlenen noktalarin hepsine birden en yakin gecen dogrudur (Sekil 5.6).
Koordinat eksenine isaretlenen noktalardan X eksenine dik indirildiginde nokta ile
dogru arasindaki uzakliga regresyondan sapma denir, e; gosterilir (Sekil 5.6). a ve b
katsayilar1 bu sapmalarin karelerinin toplami en kiiclik olacak sekilde (en kiiciik kareler

2
yontemi) hesaplandigi daha once agiklanmisti. Yani, Zei minimumdur.

Katsayilar1 belirlenmis olan tahmin esitliginden ge¢mis yillarin yagis miktarlari
tahmin edilebilir. 70 y1l dnceki bir yilin yas halkas1 genisligi 3.6 mm ise, o yilki tahmini

yagls miktar1 Y =203.14 + 77.15(3.6) = 480.88 mm *dir. Bu tahmindeki isabet derecesi

korelasyon katsayisinin karesine esittir. Ele alinan Ornekte belirtme katsayisi (isabet
derecesi), r’=0.81’dir.

Burada dikkate edilmesi gereken nokta, yas halkalar1 genisliginden yapilacak
tahminde, tahmin denkleminde bagimsiz degisken yerine konacak degerin gozlem
araliginda olmasi geregidir. Ele alinan drnekte yas halkasi genisligi 2.6—3.8 mm arasinda
olmalidir. Ancak bu degerlerden ¢ok uzakta olmayan noktalar i¢in de tahmin yapilabilir.

ORNEK 3:

Bundan 6nceki ornekte gergek durumda X=f (y) oldugu halde, pratik uygulamada
daha kullanigh oldugu i¢in tahmin modeli Y=f(x) seklinde alindi. Kimyasal analizlerde
kullanilan bir¢cok alet, herhangi bir materyal i¢inde bulunan bir madde icin yapilan
analizde, arastirilan maddenin dogrudan oranini degil de orana bagli olarak ya sayisal bir
deger veya bir grafik alani gosterir (fotometre ve gaz kromotografi cihazi gibi). Bu tip
aletler kullanilmadan once aranilan maddeyi degisik oranlarda i¢eren ¢ozeltiler hazirlanir.
Bunlar sira ile alete konarak gosterdigi degerler okunur. Burada standart ¢ozeltilerdeki
madde oranlar1 bagimsiz degisken, aletten okunan degerler ise bagimli degiskendir.
Halbuki arastiricilar alette okunandan aranan maddenin oranini tahmin etmek isterler. Bu
durumda da bundan 6nceki yas halkalar1 6rneginde oldugu gibi, aranan madde oranini
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bagimli degisken almak akla gelir. Ancak kimya alaninda aletlerin bu yolla
kalibrasyonunda ve aranan madde oraninin tahmininde fonksiyon ger¢ek durumdaki gibi
alinagelmektedir. Bagimli ve bagimsiz degiskenin yeri degistirilmez. Biitiin kimya
kitaplarinda ve laboratuvarlarda boyle yapildig1 icin asagidaki ornek ele alinmistir.

Uzerinde durulan maddeyi %1, %2, ..., %7 oraninda igeren standart c¢ozeltiler (X)
hazirlanmig bunlar sira ile alete konarak pik alanlar1 (Y) okunmus ve sonuglar asagida
O0zetlenmistir.
% konsantrasyon Pik
X alani X2 Y? XY
Y
1 1.5 1 2.25 1.5
2 2.7 4 7.29 5.4
3 4.0 9 16.00 12.0
4 5.4 16 29.16 21.6
5 7.2 25 51.84 36.0
6 8.0 36 64.00 48.0
7 9.2 49 84.64 64.4
|  Toplam 28 38.0 140 255.18 188.9

Noktalar koordinat eksenine isaretlendiginde (Sekil 5.7) dogrusal bir iliskinin
varlig1 goriiliir.

=y
o
|
1

Pik alam1

o [ N w » (9] [<2] ~ 2] ©
I I I I I I I I I
T T T T T T T T T

Y =0.16+1.32X

N
% konsatrasyon
SEKIL 5.7. % konsantrasyonlara karsilik gdzlenen pik alanlar1 ve regresyon dogrusu

Y=a+ b, X tahmin esitliginin katsayilar1 hesaplanarak denklemde yerine
kondugu zaman elde edilen esitlik asagidaki gibidir:

Y =0.16+1.32X
r2 = 0.99
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I¢inde aranan maddenin oraninin bilinmedigi bir ¢6zelti alete kondugunda pik alani
olarak 6.2 okunmussa bu deger (Y) yerine konarak X’in aldig1 deger ¢oziiliirse aranan
oran bulunmus olur.

6.2=0.16+1.32X

% - 6.2-0.16
1.32

Demek ki lizerinde durulan maddenin orani ele alinan drnekte %4.58’dir.

~ 458

Eger X=f(y) alinsa idi ve tahmin esitliginin modeli X=a+ beY seklinde olsa idi

esitlik X =-0.1+0.755Y seklinde olacakti. Burada da r=0.99’dur. 6.2 dogrudan yerine
konarak;
X =—0.1+(0.755)(6.2)

X =458

olarak ayni tahmin degeri daha kisa yoldan bulunabilirdi. Yukarida da deginildigi gibi
kimya alaninda iliski oldugu gibi ele alinmaktadir.

5.5. Korelasyon Katsayisina ait Ornekleme Dagilimi

X ve Y degiskenleri arasindaki korelasyon katsayisi p olan bir populasyondan
ornekler c¢ekilse ve bu Orneklerde korelasyon katsayilar1 hesaplansa, hesaplanan
korelasyon katsayilar1 ornekten Ornege degisecektir ve bir dagilim gosterecektir. Bu
dagilima “korelasyon katsayisina ait 6rnekleme dagilimi” denir.

Korelasyon katsayisina ait 6rnekleme dagiliminin parametreleri ortalama, p. ve

varyans, o dir ve asagidaki sekilde hesaplanir:

L =pVve G- = ..(5.7)

Varyansin (Gr2 ) hesaplanmasinda kullanilan (1-p?) degeri, Y-degerlerinin

regresyon denklemi ile aciklanamayan sapmalarindan ileri gelen varyasyonun nisbi
Olciistidiir. Eger p=1.0 olan bir populasyondan 6rnekler ¢ekilse ve korelasyon katsayilari
hesaplansa, hesaplanan korelasyon katsayilar1 1’e esit olacaktir ve bir varyasyon soz
konusu olmayacaktir. (1-p?) degeri biiyiidiike (ki bu p‘nun kiigiilmesi demektir)
korelasyon katsayilarinin gosterdigi varyasyon artar. Ayni zamanda s6z konusu varyasyon
populasyondan c¢ekilen 6rneklerin genisliklerine de baglidir. Ornek genisligi arttikga
korelasyon katsayilar1 arasindaki varyasyon azalir.

Eger populasyona ait p degeri bilinmiyorsa bu durumda korelasyon katsayisina ait
ornekleme dagiliminin varyansi hesaplanirken drnekten hesaplanan deger kullanilir ve
varyans asagidaki sekilde hesaplanir:
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Sf — (1_ r2)
(n-2)

Korelasyon katsayisinin Ornekten hesaplanan standart sapmasi ise asagidaki

gibidir:
. _ a=r?)
" V(-2

Daha once de bagka istatistikler icin belirtildigi gibi buna kisaca korelasyon
katsayisinin standart hatasi denir.

Simulasyon yontemi ile p=0 olan bir populasyondan 6rnek genisligi n=8, n=10 ve
n=30 yani bu sayilarda X ve Y degisken ¢ifti iceren ¢ok sayida ornekler ¢ekilmis ve
bunlardan korelasyon katsayisi hesaplanmistir. Her 6rnek genisliginde de korelasyon
katsayilarinin ¢cogunlugu sifir etrafinda toplanmistir. Bir kismi pozitif bir kism1 negatiftir.
Ortalamalar: sifirdir. Bunlarin histogramlar1 yapildiginda Sekil 5.8’de goriildiigii gibi
orneklerden hesaplanan korelasyon katsayilar1 normal dagilima yaklagmaktadir. Bu
normal dagilimlarin standart sapmalar1 6rnek genisligi arttik¢a azalmaktadir.

..(5.8)

-0,6
04
0.2
02
04
06
-0,6
04
0.2
02
04
06
08

08 |
04
0.2
0.2
04
0.6
08

-0,6

SEKIL 5.8. Simulasyon ydntemi ile iiretilmis ve p=0 olan populasyondan ¢ekilmis ve a.)
n=8, b.) n=10 ve c.) n=30 birey igeren Orneklerden elde edilmis korelasyon
katsayisina ait histogramlar
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Populasyona ait korelasyon katsayist (p) sifirdan farklilastik¢a, Ornekten
hesaplanan korelasyon katsayisinin (r) dagilim seklinin simetriden uzaklastigi Sekil 5.9,
5.10 ve 5.11°de goriilmektedir. Sekil 5.9.a., b. ve c., simulasyon yontemi ile iiretilmis ve
p=0.3 olan populasyondan ¢ekilmis 8, 10 ve 30 birey igceren Orneklerden elde edilmis
korelasyon katsayisina ait 6rnekleme dagilimlarini géstermektedir. Sekil 5.10.a., b. ve c.,
simulasyon yontemi ile liretilmis ve p=0.6 olan populasyondan ¢ekilmis 8, 10 ve 30 birey
iceren Orneklerden elde edilmis korelasyon katsayisina ait ornekleme dagilimlarini
gostermektedir. Sekil 5.11.a., b. ve c. ise simulasyon yontemi ile iiretilmis ve p=0.9 olan
populasyondan cekilmis 8, 10 ve 30 birey iceren orneklerden elde edilmis korelasyon
katsayisina ait drnekleme dagilimlarin1 gostermektedir. Sekil 5.9, 5.10 ve 5.11°de verilen
korelasyona ait Ornekleme dagilimlarindan goriilebilecegi gibi, bu populasyonlardan
cekilen orneklerin genisligi arttik¢a dagilim normale biraz yaklasir.

a. _b.

-0,9
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0,9
0,9

-0,7

-0,5
0,3

-0,1
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SEKIL 5.9. Simulasyon ydntemi ile iiretilmis ve p=0.3 olan populasyondan g¢ekilmis ve
a.) n=8, b.) n=10 ve c.) n=30 birey iceren Orneklerden elde edilmis korelasyon
katsayisina ait histogramlar
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SEKIL 5.10. Simulasyon yontemi ile iiretilmis ve p=0.6 olan populasyondan ¢ekilmis ve
a.) n=8, b.) n=10 ve c¢.) n=30 birey ¢ifti iceren drneklerden elde edilmis korelasyon

katsayisina ait histogramlar
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SEKIL 5.11. Simulasyon yontemi ile iiretilmis ve p=0.9 olan populasyondan cekilmis ve
a.) n=8 ve b.) n=10 birey igceren 6rneklerden elde edilmis korelasyon katsayisina ait

histogramlar

SEKIL 5.11.(devam). Simulasyon ydntemi ile iiretilmis ve p=0.9 olan populasyondan
cekilmis c.) n=30 birey i¢ceren Orneklerden elde edilmis korelasyon katsayisina ait

histogramlar

Populasyonda korelasyon katsayisinin (p) sifirdan farkli oldugu durumlarda
orneklerden hesaplanan r degerleri asagidaki sekilde Z,-degerlerine doniistiiriiliirse bu
degerler yaklasik normal dagilir.
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Z. = L iog, 140 _ 1 1513 10g LD
2 a1-r1 a-r

..(5.9)

Elde edilen Z,-degerleri p ne olursa olsun normal dagilima yaklasir. Sekil 5.12°de
ornek olarak p=0.9 olan populasyondan ¢ekilmis 8, 10 ve 30 birey i¢ceren drneklerden elde
edilen ve dagilim sekli Sekil 5.11°de verilen 6rnekleme dagilimini olusturan r degerleri
i¢in hesaplanmis Z;-degerlerinin dagilimi1 verilmektedir. Sekil 5.12°de goriildiigii gibi
p=0.9 olmasina ragmen 6rnek genisligi ne olursa olsun Z,-degerlerinin dagilimi normale
yaklasmaktadir. Ayni sekilde p=0.3 ve p=0.6 olan populasyonlardan ¢ekilmis 6rneklerden
elde edilen korelasyon katsayilarina karsilik gelen Z,-degerleri de hesaplansa, bu
hesaplanan degerler de normal dagilima yaklasir.

© ® © 9 o 1, @® o T N~ ™
DDDDDDDDD
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SEKIL 5.12. Simulasyon yontemi ile iiretilmis ve p=0.9 olan populasyondan ¢ekilmis ve
a.) n=8, b.) n=10 ve c.) n=30 birey iceren Orneklerden elde edilmis korelasyon

katsayilar1 i¢in hesaplanmis Z,-degerlerine ait histogramlar

Bu Z,-degerlerinin ortalamast;

21 (1+p)
hz, =7 10ge =) ...(5.10)

ve standart sapmasi;
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1
Gy = ..(5.11)
7\ (n-3)
tur.

Korelasyon katsayisi p olan bir populasyondan n; ve n» drnekleme genisliginde
ornekler ¢ekilse ve bu drneklerde korelasyon katsayilar1 hesaplansa (r1 ve r2’ler) ve bunlar
tamamen tesadiifen yan yana getirilerek farklari alinsa bu farklar bir dagilim gosterir ki
bu dagilama “korelasyon katsayilari arasindaki farka ait ornekleme dagilimi”
denir. Korelasyon katsayilarina karsilik hesaplanacak Z.-degerleri farki bir normal
dagilima yaklasir. Bu farklarin gosterdigi dagilimin ortalamasi;

H (Zrl_zrz) =0

ve standart sapmasi;

s B 1 N 1
(Z11=2p) (ny—-3) (n,-3)

..(5.12)

tur.

5.6. Regresyon Katsayisina ait Ornekleme Dagilimi

Regresyon katsayisit Byx olan populasyondan n birey igeren drnekler ¢ekilse ve
regresyon katsayilari hesaplansa, hesaplanan regresyon katsayilar1 (byx’ler) biiylik n
degerleri i¢in normal dagilima yaklasir. Bu dagilima regresyon katsayisina ait drnekleme
dagilimi denir. Bu dagilimin ortalamasi, Byx ve varyansi;

Oe

>d2

ol = ...(5.13)

dir.

5.13 numaralr esitlikteki O'e2 , Y =0+BX+emodelinin a ve  parametreleri bilindiginde
2 2:62 2:(\("ﬁ?)2 . 2 . o] e e

o, = o = " seklinde hesaplanir. Burada » e“, Sekil 5.6°da goriildiigi gibi,

gbézlemlerin regresyon dogrusundan sapmalarinin karelerinin toplami olup asagidaki

sekilde hesaplanir;

S(Y-Y)? =3e? =3d] - By >d,dy

d.d

Byx’in esiti olan ()Z(Izy yerine kondugunda daha kisa olarak asagidaki esitlikten
X

de hesaplanir:
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(X dydy)?

e’ =3d2 -
2e =2 > d3

Eger populasyona ait regresyon esitliginin katsayilar1 bilinmiyor ve Ornekten

tahmin ediliyorsa bu durumda regresyon katsayisina ait 6rnekleme dagiliminin varyansi;

SZ
Sp=—2
> dx

..(5.14)

dir. Regresyon katsayisinin standart hatasi ise asagidaki gibidir:

SZ
Sb = 62
| > dy

Esitlikte, Sé regresyon dogrusundan sapma kareler ortalamasidir ve asagidaki sekilde

hesaplanir:

(2dd,)?
>(Y-Y)? Xd;-b,>dd 2d, - zdzy
S = ==y yx— X ¥ x_ . .(5.15)
n-2 n-2 n-2

Regresyondan sapma kareler toplami (n-2)’ye boliinerek Sze bulunmustur. Bunun

nedeni regresyon esitliginde a ve B parametreleri yerine bunlarin 6rnekten tahminlerinin
yani istatistiklerin kullanilmis olmasidir.

Regresyon esitliginin diger katsayist olan a’nin standart hatasinin esiti ise
asagidaki gibidir:

2 2
S, = sgz—x'z veya S, =S, ZX.2 ...(5.16)
ny.dy ny.dy

Vi =a+ beXi esitliginden herhangi bir X; noktas: i¢in ?i tahmini yapilmis ise bunun

standart hatasi (Syi ) asagidaki gibidir:

YA
Sy, _se\/1+1+w ..(5.17)
i n zdx
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1 (X, —X)?
Eger ornek genisligi yeteri kadar fazla ise kok igindeki H+(Iz—dz)
edilecek kadar kii¢lik olur. Bu durumda tahminin standart hatasi olarak Sc alinir. Yani

SVi =S, olarak alinabilir.

thmal

ORNEK:

Ornek 1°de haftalar boyunca (X) C-vitamininin (Y) degisimi incelenmisti.
Regresyon esitligi Y =104 -9.5X olarak bulunustu. Bu érnek i¢in asagidaki sonuglar
hesaplanabilir.

2
Y(Yi-Y)? =Ye? = 3720 (=380)" _ 110.0
S2 = % = 36.67 S, = /(36.67) = 6.055

S, = (227 _ .57 S, = [36.67—20_ _ 469
40 (5)(40)

Yas halkalar1 genisligi ile yillik yagis miktar1 arasindaki 6rnek icin regresyon
esitligi Y = 203.14+77.15X olarak bulunmustu. Ele alinan érnekteki sonuglara gore:

- 80.31)?
Y~ 9% = v = 7716.1— 8037
2(i-Y) =X 1041
ye? =1520.4
S2 = 11502—0': -190.5 S, =+/190.5=13.79

X=3.8 mm yas halkas1 genisligi i¢in Y =496.31 mm yagis tahmin edilmisti. Bu
tahminin standart hatasi;

1, (3.8-3.17)?
10 1.041

Sy = 13.79\/1+ =16.78

Buna gore 3.8 mm halka genisligi i¢in yapilan yagis miktar: tahmini 496.31+16.78
mm olarak belirtilir. Daha 6nce de belirtildigi gibi tahminler standart hatalari ile birlikte
verilirse bir bilimsel deger tasir.
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Regresyon igin verilen Ornek 3’de pik alani igin esitlik Y =0.16 +1.32X olarak

belirlenmisti. Kimya laboratuvarlarinda aletten okunan Y degerleri yerine konarak X

degerinin (konsantrasyonun) tahmin edildigi aciklanmisti. Bdyle tahmin edilen bir *

degerinin (konsantrasyonun) standart hatasi ise asagidaki gibidir:

L T\2
Sg. ST T Ui ...(5.18)
i byx

Ornek 3 icin;

X =40 Y =543

>d,d, =369 Ydi =280 Xdj=48.89

degerleri hesaplanirsa, Y=6.2 pik alani i¢in hesaplanan X =4.58 konsantrasyonunun
standart hatas1 asagidaki gibi hesaplanir:

=0.186

_ 2
g, _ 0229 \/1+ 1, (62-543)

132\ 7T (132229)

Tahmin edilen konsantrasyon standart hatasi ile birlikte 4.58+0.186 olarak
gosterilir.

Regresyon katsayist Byx olan populasyondan n birey igeren Ornekler g¢ekilse ve
regresyon katsayilar1 hesaplansa, hesaplanan regresyon katsayilar1 (byx’ler) tamamen
tesadiifen yan yana getirilerek farklar1 alinsa bu farklar bir dagilim gosterir ki bu dagilima
regresyon katsayilar1 arasindaki farka ait ornekleme dagilimi denir. Bu dagilimin
ortalamasi, pb1-b2)=0 ve varyansi;

O'(?Blsz) = 0'51 + O-EZ
2 2
S(il—bZ) = S_ez + S_ez
zdxl dez
Ornekler ayn1 populasyondan cekildigi igin Gez ’ler aynidir ve esitlik asagidaki sekilde

yazilabilir:

1

1
_— ...(5.19
s& T xd) (-19)

2 2
Spib2) = o.(
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Regresyon katsayilar1 arasindaki farka ait 6rnekleme dagiliminin standart sapmasi

ise:

G = |o( ! +;) (5.20)

b1-b2) S tsa (5.

Populasyona ait regresyon katsayisi bilinmiyor ve Jez ornekten tahmin ediliyorsa
S: Orneklerden hesaplanan regresyondan sapma kareler ortalamalarinin serbestlik

dereceleri ile tartili ortalamasidir ve asagidaki sekilde hesaplanir:

_ Z(Yl_?l)z +Z(Y2 _?2)2 (521)

g2
° (N —=2)+(ny-2)

ve regresyon katsayilari arasindaki farka ait dagilimin standart sapmasi ise 5.22 numarali
esitlikle verildigi gibidir.

1 1
+

Ydy Xd%

Sb1-b2) = \/Sé( ) ...(5.22)

dir.
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