2.2 Baz 6zel fonksiyonlar

Kuvvet fonksiyonu, polinomlar ve rasyonel fonksiyonlar, mutlak deger ve tam
deger fonksiyonlari, pratik grafik ¢izimleri.

1-) Lineer fonksiyonlar: m ve n sabit sayilar olmak iizere f(z) = mx +
n bi¢imindeki bir fonksiyona lineer fonksiyon denir. n = 0 igin f(z) = ma
orijinden gegen dogrulari gostermektedir. m = 1 ve n = 0 igin f(z) = 2
fonksiyonuna birim fonksiyon denir. m = 0 olmasi durumunda sabit fonksiyon
ortaya cikar. (Grafikleri ile ilgili bilgiler verilebilir)

2-) Kuvvet fonksiyonlari: a bir sabit say1 olmak {izere f(z) = z® bigi-
mindeki fonksiyonlara kuvvet fonksiyonlar: denir. Kuvvet fonksiyonlarinin baz
ozel durumlar su sekildedir.

i) a = n, n bir pozitif tam say1. f(x) = 2™ fonksiyonunun n = 1,2,3,4,5
icin grafikleri ¢izilebilir.

ii) a = %, n bir pozitif tam say1. f(z) = = {/x fonksiyonuna kok
fonksiyonu denir. (n = 2,3 i¢in garfikler gizilebilir)

iii) @ = =1 ve a = —2 durumlan igin kuvvet fonksiyonunun grafikleri
hakkinda bilgi verilebilir.
3-) Polinomlar: n negatif olmayan bir tam say1 ve ag, a1, - - - a,, reel sayilar

olmak tizere
Plz)=an2z" + -+ a1+ ag

seklindeki fonksiyonlara polinom adi verilir. Biitiin polinomlar R iizerinde tanim-
hdir. ag, a1, - - a, ye polinomun kat sayilari, a,, # 0 ise n ye polinomun derecesi
denir. (Bir kag 6rnek verilebilir). Derecesi 1 olan polinom P(z) = mxz+n tipinde
olacagidan bir lineer fonksiyondur. Derecesi 2 olan polinom P(x) = ax?+bzx+c
bicimindedir ve kuadratik fonksiyon (ikinci dereceden polinom) adini tagir. Ik-
inci dereceden polinomlarin grafikleri parabol olur. (Grafikleri hakkinda bilgi
verilebilir) Derecesi 3 olan polinom P(z) = ax® + bx? + cz + d bigimindedir ve
kiibik fonksiyon adini alir.

4-) Rasyonel fonksiyonlar: P ve ) gibi iki fonksiyonun oram olarak ifade
edilebilen

bigimindeki fonksiyonlara rasyonel fonksiyon ad1 verilir. Tanim kiimesi Q(x) # 0
olan tiim x reel sayilarimin kiimesidir. (Bir kag 6rnek verilebilir).

5-) Cebirsel fonksiyonlar: Polinomlardan cebirsel iglemlerle elde edilebilen
(toplama, c¢ikarma, ¢arpma, bilme, kk alma) fonksiyonlara cebirsel fonksiyon
denir. Ornegin f(z) = % — /& — 1 bir cebirsel fonksiyondur. Rasyonel
fonksiyonlar cebirsel fonksiyonlardir.

6-) Transandant fonksiyonlar: Bunlar cebirsel olmayan fonksiyonlardir.
Trigonometrik fonksiyonlar, ters trigonometrik fonksiyonlar, iistel ve logaritmik
fonksiyonlar bu simiftadir. Bu siiftaki bazi 6zel fonksiyonlar hakkinda detayh
bilgileri ileride gorecegiz.



7-) Mutlak deger fonksiyonu: f bir fonksiyon olmak iizere
fl@) , fl@)=0
—flx) , f(z)<0

seklinde tamimlanan |f| fonksiyonuna f nin mutlak deger fonksiyonu denir.
(Mutlak deger fonksiyonunun garfigi hakkinda bilgi verilebilir).

[ (z) = |f(2)| =

8-) Tam deger fonksiyonu: f(z) = ||z| seklinde tanimlanan fonksiyona
tam deger fonksiyonu adi verilir. ([—2,2] araliginda f(z) = ||z||, g(z) = z — ||z,
h(z) = Hm2|| fonksiyonlariin grafikleri gizilebilir)

2.3 Fonksiyonlarin doniisiimleri ve pratik grafik g¢izimleri

Bir fonksiyonun grafigine doniisiimler uygulayarak yeni fonksiyonlar elde ede-
biliriz. Bu bize bir ¢ok fonksiyonun grafigini hizli bi¢imde ¢izebilme yetenegi
saglar. Simdi ¢ > 0 olsun.

y = f(x) + ¢ nin grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(z) in grafigi ¢ kadar yukari,

y = f(z) — ¢ nin grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(x) in grafigi ¢ kadar agag,

y = f(z — ¢) nin grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(z) in grafigi ¢ kadar saga,

y = f(z + ¢) nin grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(x) in grafigi ¢ kadar sola
kaydirilir. Yine

y = cf(z) in grafigini ¢izebilmek igin y = f(x) in grafigi diigsey olarak ¢ kadar
gerilir.

y = f(cx) in grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(z) in grafigi yatay olarak ¢ kadar
gerilir.

y = —f(x) in grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(x) in grafiginin z-eksenine gore
yansimasi alinir.

y = f(—=z) in grafigini ¢izebilmek i¢in y = f(x) in grafiginin y-eksenine gore
yansimasi alinir.

Ornek 18 y = \/z fonksiyonunun grafiginden yararlanarak, vy = /T — 2, y =
V=2, y=—x, y=2/x, y=+/—x fonksiyonlarimn grafigini ¢iziniz.

Ornek 19 y = 22 fonksiyonunun grafiginden yararlanarak y = x2 + 6z + 10
fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Ornek 20 y = 22 fonksiyonunun grafiginden yararlanarak y = (x — 4)2, y =
2243, y= ‘L;, y = —(x +4)? fonksiyonlarmn grafigini ¢iziniz.

Ornek 21 y =1+ Ve, y=vVr+2,y= ﬁ, y=2—+zx+ 1 fonksiyonlarinimn
grafiging ¢iziniz.

y = |f(z)| in grafigi ¢izebilmek igin énce y = f(x) in grafigi ¢izilir Daha
sonra x-ekseninin altinda kalan parcanin x-eksenine gore simetrigi alinir.

y = f(|z]) in grafigi ¢izebilmek i¢in 6nce y = f(x) in > 0 igin grafigi ¢izilir.
Bu egrinin y-eksenine gore simetrigi alinir.

y = |f(|z])| in grafigi ¢izebilmek i¢in yukaridaki iki iglem gergeklegtirilir.



Ornek 22 f(z) = |22 — 32 — 4], g(z) = 2? — 42|, h(z) = |2* = 2|z|, k(z) =
v |x| fonksiyonlariman grafigini ¢iziniz.

Ornek 23 Asajidaki fonksiyonlarin tanvm ve gérinti kiimelerini bulunuz.

1. f(x) = Vx —2 (Tamwm kiimesi [2,00) dur. Gorinti kimesinin ise [0,00)
oldugu agiktir.)

2. f(z) =22 —4x + 5 (Tanam kiimesi R dir. Gérintii kiimesini bulmak icin
f(x) = (v — 2)% + 1 yazalim. Buradan gériinti kiimesinin [1,00) oldugu
goriilmektedir. Diger bir yol ise x> — 4x + 5 = y ifadesinde x reel iken
y reel saylarmin kiimesini bulmaktir. Buradan z? —4x +5 —y = 0 ise

_ akyIy—1

2

T1g = olup y > 1 olmalidar.)

3. f(x) = 23 =1 (Tamm kiimesi R dir. Gérintii kiimesini bulmak 3 —1 =y
ifadesinde x reel iken y reel sayilarinin kimesini bulalim. Buradan x =

JSy+1 olup y € R dir. )

4. f(z) = i’*ﬁ (Tanam kiimesi (—1,3] dir. Gorinti kiimesini bulmak

£/ i;ﬁ: =y ifadesinde x € (—1, 3] iken y reel saylarinin kiimesini bulalim.

Oncelikle y nin negatif olamayacage agikter. Diger taraftan 3—x = y>x4y>
2

15e & = % olup y € R olur. Bdylece verilen fonksiyonun gérinti kiimesi

[0,00) dur.)

5 flx) = ‘;z:giig (Tanwm kiimesi R\{1,2} dir. Gorinti kimesini bulmak
2
zzzgiié = vy ifadesinde © € R\{1,2} iken y reel sayilariman kimesini

bulalvm. Buradan 2% — 3z + 4 = y(z? — 3z + 2) ise (1 — y)a? + 3y —

3z +4—2y =0 olup 12 = % ﬁ;rw bulunur. Buradan y # 1

ve Y% + 6y — 7 > 0 olmasu gerektigi ve dolayiswla y € (—oo, —7] U (1, 00)
oldugu bulunur.)

Uyar1 24 P(z) = a,z™ +- -+ a1z + ag tipinde n. dereceden polinomun grafigi
icin asagidaki bilgiler kullamilabilir. Béyle bir polinomun grafigi ucglarda (x in
biiyiik ve kii¢iik degerleri igin) y = anx™ nin grafigine benzerdir. Buna gore n
nin ¢ift olmast halinde a,, > 0 ise uglardaki kollar yukari, a, < 0 ise asaqr
dogrudur. n nin tek olmast halinde a, > 0 ise sag taraftaki kol yukar: sol
taraftaki kol asagr, a, < 0 ise durum tam tersidir. Uglardaki bu davranis
belirledikten sonra polinomun arada nasil davrandigine 6grenmek i¢in polinomun
sifir yerlerinden yararlanabiliriz. Bilindigi gibi bir xo reel sayisinin n. dereceden
bir polinomun sifir yeri (kok) olmasu igin gerek ve yeter sart (x — xo) wn bu
polinomun bir ¢arpani olmasidir. Yani P(x) = (x — 20)Q(x) olmasidir. Eger
(z — o)™ P nin bir ¢arpan ise xo a katlh kék denir. m nin tek olmasi halinde
P nin grafigi xz-eksenini (xg,0) noktasinda kesip gecer. Tek olan m nin derecesi
arttikca grafik kesim noktasinda yassilagir. Eger m nin derecesi ¢ift ise grafik
(20,0) noktasinda x-eksenine tegettir. (Polinomun tek veya ¢ift olup olmadig
bilgiside ihtiya¢ oldugunda kullanmilabilir)



Ornek 25 Asajidaki fonksiyonlarin grafiging ¢iziniz.

1. f(z) = 2% — 9z (U¢larda y = 2® iin grafigine benzer, f nin siferlars 0,
—3 wve 3 diir. Bu noktalar i¢in m = 1 oldugundan bu noktalarda grafik
x-eksenin kesip geger. f nin tek fonksiyon olduguna da dikkat ediniz)

2. g(x) = (1—2)(x+1)? (Uglarda y = —x3 iin grafigine benzer. f nin sifirlar
1 ve =1 dir. —1 ¢ift katlh kokdir. )

3. h(z) = —(x + 4)(x — 2)® (Uglarda y = —z* idin grafigine benzer. f nin
sifirlart —4 ve 2 dir. Bu noktalar tek kath kok oldugundan egri bu nok-
talarda x-eksenin kesip geger. Fakat —4 noktasi i¢in m = 1 ve 2 noktas:
icin m = 3 oldugundan —4 noktasindaki kesim daha diktir)

2.4 Trigonometrik Fonksiyonlar

Bu béliimde radyan 6lgiisiinii ve temel trigonometrik fonksiyonlar: ele alacagiz.
Bilindigi gibi agilar derece veya radyan olarak olgiiliir. 1 derece bir ¢emberin
merkez agisinin tamaminin 6l¢iisiiniin 360 da biridir. Diger taraftan birim ¢em-
berde bir merkez agiya karsilik gelen yayin uzunluguna o aginin radyan olarak
olgiisii denir. Yar1 ¢apit 1 birim olan ¢emberin gevresi 2w birimdir. Merkez
acinin tamaminin Slgiisii 360° oldugundan 27 radyan= 360 derecedir. Buna
gore derece cinsinden verilen tiim acilar1 radyan cinsinden yazabiliriz. Ornegin

45° = 7 radyan, 60° = % radyan ve 120° = 2?” radyandir.



Simdi aynm merkezli birim ¢ember ile r yaricapl ¢ember ¢izelim. Daire dil-
imlerinin benzerliginden

icAl —joB T 7"

bulunur.

Ornek 26 Yaricapr 6 birim olan bir ¢cemberde bir merkez acwa karsilik gelen
yayin uzunlugu 27 birim ise merkez a¢inan ol¢ist kag¢ radyandar.

s:rt:>27r:6t:>t=g

bulunur.

Bir aginin kogesi xy-diizleminde orijinde ise ve baglangi¢ 1511 z-ekseni iiz-
erinde bulunuyorsa bu aginin standart konumda oldugu soylenir. x-ekseninden
saat yoniiniin tersine olgiilen acilar pozitif olgiide, saat yoniinde olgiilen acilar
negatif ol¢iidedir.

y Bitis, Isin y
\ BaglangiG Isimi
Baslangig Isin ? A/é‘—/ ?
BitigA$in1
Pozitif ag Negatif ac1

Aglar birden fazla doniim yaparakta elde edilebilir.




Simdi merkezi orijinde ve yarigapi 1 birim olan ¢ember ¢izelim.Yine bir kenar1
OH olan ve olgiisii 0 olan agiy1 ¢izelim. Bu durumda gember iizerinde bir P
noktasi elde edilir.

P noktasinin apsisi cos 6, ordinat1 sin § olarak tanimlanir. Boylece her bir 6
agisina kargilik bir cosf (kosiniis) ve sin 6 (siniis) bulunur. Sekildende anlagila-
cagl lizere

—1<sinf<lve —1<cosf<1

dir. Simdi de merkezleri orijinde olan birim ¢ember ile yaricap: 7 olan bir gember
gizelim.

y A

/ —
NI

0 olgiilii standart bir aginin gemberleri kestigi noktalar P ve @ olsun. sinf =
|AP| ve cos = |OA| dir. Uggenlerin benzerliginden

[AP| _|BQ| ., _|BQ|
— = — = sinf =
OP|  |OQ| r
bulunur. Benzer gekilde cosf = @ elde edilir. Buna gore bir dik tiggende
A
y
a
X

sinf = % ve cosf =2

olur. Siniis ve Kosiniis ten bagka en ¢ok kullanilan diger dért oran tanjant (tan),

kotanjant (cot), sekant (sec) ve kosekant (csc) tir. Bunlar gu sekilde tanimlanir.
in 6 cos 6

S 1
an cosf’ sing’ > cosf’ ¢ sin 0
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Bunlarin tanimli olmasi i¢in paydanin sifirdan farkli olmasi gerekir. Bazi 6zel
acilarin trigonometrik oranlar1 agagidadir. Bunlar uygun tiggenler cizilerek hesa-
planabilir.

1
Sinz = -, coszzﬁ, tanzzi, cotE:\/§
6 2 6 2 6 V3 6
1 1
sin~ = ﬁ, cosﬁzf, tanzzx/g, cot T =
3 2 3 2 3 3 V3
LT 1 T ¢ T 1 t7r
sih— = —= =cos—, tan— =1 = cot —.
My /2 4 My 1

Birim c¢ember {iizerinde bir noktanin apsis ve ordinatinin igareti gbz oniine
alimarak trigonometrik oranlarin igareti bulunabilir.

i
N

+4 | -+,

+l

sin, cos, tan, cot

° 27 in 2% 4 . 2n 1 o2 V3
Ornek 27 cos 5" ve sin 5 ifadelerini hesaplayiniz. cos 5+ = —3, sin 5 = 52,

Her bir z yay uzunluguna bir sinz ve bir cosx karsihik geldiginden f(x) =
sinz ve g(x) = coszx fonksiyonlarima ve bunlar yardimiyla elde edilen tanz,
cot z, secx ve cscx fonksiyonlarina trigonometrik fonksiyonlar denir.

2.4.1 Trigonometrik Ozdeslikler

Birim ¢ember iizerindedeki bir P(x,%) noktasi i¢in 22 + y?> = 1 denkleminin
saglandigini biliyoruz. Buna gore OP 1gimmimin x-ekseni ile pozitif yonde yaptig
act 0 olmak iizere z = cos@ ve y = sin § oldugundan

cos?f +sin? 6 =1 (1)

denklemi bulunur.
(x, —y) noktas: (x,y) noktasinin y-eksenine gore simetrigi oldugundan

cos(—0) = cos @ ve sin(—0) = —sinf (2)

esitlikleri de saglanir. Buradan Kkosiniisiin ¢ift, siniisiin tek fonksiyon olduklar: ve
yine tanjantin ve kotanjantin da tek fonksiyon olduklar1 anlagilmaktadir. Ayrica
birim ¢ember iizerindedeki bir P(x,y) noktasinin konumu dikkate alindiginda

sin(g —6) =cosf ve cos(g —60) =siné (3)

11



olduklarida goriilmektedir.
Iki yayin farkinin kosiniisii:

cos(a — ) = cosacos B + sin asin 8 (4)

esitligi ile hesaplanabilir. (Bu esitligin ispat1 6édev olarak birakilabilir. Bélmiin
sonunda verilen ek sorular arasinda ispati yapilacaktir).

Diger biitiin trigonometrik dzdeglikler (1), (2), (3) ve (4) bagintilarindan elde
edilebilir. Ornegin (4) de 3 yerine —f3 yazlarak

cos(a + ) = cosacos f — sin asin 3
bulunur. Yine

sin(a — )

cos( — (= 5))

™

= cos((5 —a)+p)

[\

oldugundan
sin(a — ) = sinacos 8 — cos asin 3

bulunur. Burada (8 yerine —f3 yazilarak ta

sin(a + ) = sin acos B + cos asin 3
elde edilir. Ayrica
sin(a + )

cos(a + f3)
sin a cos 8 + cos asin 3

tan(a+ ) =

cosacos 3 — sinasin 3

sin a cos 8 cos asin 3
cos a.cos 3 cos acos B
sin a sin 8
1 _ sinasing
cos a.cos 3

tan o + tan 3
1 —tanatanf

dir. Yine ; tan
an o — tan
tan(o — ) = ————————
an(a - f) 1+ tanatan g8
oldugunu da gormek kolaydir.
Toplam formiillerinde oo = § yazilirsa

cos2a = cosla—sinla=1-2sin’a=2cos®>a —1
sin2a = 2sinacosa
2tan «
1 —tan® «

esitlikleri elde edilir.
Toplam ve fark formiilleri taraf tarafa toplanir veya ¢ikarilir ve gerekli sadelegtirmeler

yapilirsa sin asin 3, sin awcos 8 ve cos a.cos [ ¢arpimlart ile ilgili bagintilar elde
edilebilir.
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Ornek 28 cos(3F —a), sin(3F —a), cos(3F +a), sin(3F +a) ifadelerini toplam
ve fark formiillerini kullanarak daha sade bicimde yazabiliriz.

117

Ornek 29 sin %r yi sin( + %) seklinde yazarak hesaplayabiliriz. Yine cos 53

yi cos(§ + %’r) seklinde yazarak hesaplayabiliriz.

Ornek 30 cos {5 ve sin %r yi hesaplayiniz.

2.4.2 Peryodiklik ve Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri

Tanim 31 f: A — R bir fonksiyon olsun. Her x € A i¢in x+p tamam kiimesine
ait tken

fle+p) = flz)
olacak sekilde pozitif bir p sayist varsa [ ye peryodik fonksiyon, p ye de f nin
bir peryodu denir. Bu egitligi saglayan p sayilarimn en kii¢tigi varsa buna f
nin esas peryodu (kisaca peryot olarak kullanlacaktir) denir.

Esas peryodu p olan bir f fonksiyonunun p birim uzunlugunda bir aralikta
grafiginin ¢izilmesi halinde tiim grafigi ¢izilebilir. Bunun i¢in grafigin saga ve
sola p birim uzunlugunda kaydirilmas: yeterlidir.

Ornek 32 f(z) = = — ||z|| ve g(z) = \/x — ||z|| fonksiyonlar peryodiktirler.
Bunlarn esas peryodu p = 1 dir. [0,1] arahginda garfik ¢izilip ve dteleme
yaprlarak tim grafik elde edilebilir.

Ornek 33 Sabit fonksiyon peryodiktir fakat esas peryodu yoktur.

Ornek 34 f(z) = sinz ve g(z) = cosz fonksiyonlar, peryodiktir. Bunlarmn
esas peryodu p = 21 dir.

f(x+p) = f(x) sin(x + p) = sinz
sinz cosp + cosxsinp = sinx
sinp =0 ve cosp=1

p=2nm, n€Z

P44l

olur. O halde esas peryot p = 2w olur.

Ornek 35 h(z) = tanz ve k(z) = cotx fonksiyonlar: da peryodiktir. Bunlarmn
esas peryodu p = w dir.

[0, 27] araliginda x e baz 6zel degerler vererek f(z) = sin a fonksiyonunun bu
aralikta grafigi ¢izilebilir. Oteleme ile grafigin agagidaki gibi oldugu goriilebilir.

-2
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Benzer gekilde [0, 27] araliginda g(x) = cosz fonksiyonunun grafigi ¢izilip
oteleme yapilirsa grafigin

seklinde oldugu goriilebilir.
h(z) = tan z fonksiyonunun peryodu m oldugundan (—7, %) arahiginda grafik
¢izmek yeterlidir. Bu fonksiyonun grafigi

A/
AN

k(z) = cot x fonksiyonunun da peryodu 7 oldugundan (0, 7r) aralifinda grafik
¢izmek yeterlidir. Bu fonksiyonun grafigi ise

\.
R

Gerekli goriilmesi halinde secz ve cscx onksiyonlarimin da grafikleri ver-

ilebilir. Bunlar siras: ile

Uy U

NG

U U
IR IE;

secxr

CSCx

Ornek 36 Pratik grafik cizimleri kullanilarak asaindaki fonksiyonlarm grafigini

¢12iniz.



1. y=3sinz

2. y= —% cosT

3. y = |sinz]

4. y =sindx

5. y=sin(z —J)
6. y=1+sin2z

Ornek 37 Asajidaki fonksiyonlarn peryodik olup olmadigine arastiriniz.
1. y = |sinz|
2. y= Vsinz

Ornek 38 Asajidaki fonksiyonlarn tek veya ¢ift olup olmadigine arastirinaz
1. f(x)=x +sinz
2. g(z) =sin®z + cos

3. h(z) = yoine

2+cosx

Ornek 39 Asajdaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.
1. sin3z = 3sinz — 4sin® x

2. cosdx = 8cos*x — 8cos?x + 1

__ _sin2x
3. tanx = Thoos 52
4. tan2r = —2
cosrx—tanx

Ornek 40 Asajidaki esitsizliklerin dogrulugunu gésteriniz.
1. — |0 <sinf < |9
2. —|0] <1—cosf < |0]




Sekildeki AOP agist 0 olsun. Buna gore

|PH|* +|AH|* = |PA]
sin?f + (1 —cosh)? = |PAP® <6?

olup
sin 6§ < 6% ve (1 —cos 9)2 < 6?

egitsizliklerinden istenenler gorilir.
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