Maksimum-Minimum Problemleri

Bu kesimde daha 6nce gelistirdigimiz yontemleri bazi optimizasyon peoblem-
lerinde nasil kullanacagimizi gorecegiz. Optimizasyon problemleri ¢oziiliirken su
yolu izlemede yarar vardir. Ilk olarak verilenler degiskenlerle gosterilir, maksi-
mumu veya minimumu istenen ¢okluk bu degigkenlerle ifade edilir, verilenler kul-
lanilarak tek degigkenli bir fonksiyon bulunur, fonksiyondaki bagimsiz degiskenin
sinirar1 tespit edilir, son olarak yukarida verilen yontemler kullanilarak fonksiy-
onun mutlak ektremum degeri hesaplanir.

Ornek P( 2,0) noktasimn y = \/z egrisine olan uzakhjmi bulunuz.

Coziim Istenen uzaklik, P noktase ile verilen ejrinin noktalar: arasindaki
uzakliklarinan en kicigidir. A(x,\/x) verilen egri izerinde herhangi bir nokta

olmak tizere

4P| = /@~ 2 +a

olur. Ozaman d(z) = y/(z — 3)2 4+ x fonksiyounun [0,00) izerindeki en kiigiik

degeri sorulmaktadir. Bunun ig¢in
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fla) = ($—§)2+$
fonksiyounun [0, 00) tzerindeki en kii¢iik degerini bulmak yeterlidir. Cinki [ yi
en kii¢iik yapan deger d yi de en Kii¢iik yapar.

f(x) =2z —4

olup f nin (0,00) araligindaki tek yerel ekstremum noktast x = 2 dir ki bu nokta
bir yerel minimum noktadir. Ozaman f nin (0,00) tzerindeki en kiigik degeri
f(2) = % dir. Ayrica f(0) = % oldugundan f nin [0,00) dzerindeki en kigik

degeri % olur. Sonug olarak istenen en kiicik uzaklik d(2) = % olur.

Ornek Toplamlar: 40 olan iki pozitif tam sayinin kareleri toplama en fazlakag
olur.

Coziim Bu tam sayilar x ve y olsun. Verilenlere gore x+y = 40 olmalidar.
22 +9y? ifadesinin en biiyiik degeri sorulmaktadur. y = 40 —x oldugundan f(x) =
22 + (40 — 2)? fonksiyonunun [1,39] arabgndaki en biiyiik degeri bulunacaktir.

f(z) =42 — 80

oldugundan x = 20 kritik noktadir. O zaman f(20) = 400, f(1) = f(39) = 1521
oldugundan istenen en biyik deger 1521 dir.

Ornek 16 c¢m eninde 30 em boyunda bir kartonun ki, selerinden egit kareler
kesilip tsti agik bir kutu yapilwyor. Karelerin kenari ne olmalidir ki, kutunun
hacmi maksimum olsun?



Coziim Karenin bir kenary x olsun.

Viz) =

O zaman yapilacak kutunun hacmi
(16 — 22)(30 — 2x)
480z — 9227 + 4a®

olur. Burada x uzunlugu temsil ettiginden negatif olamaz. Ayrica dikdértgenin
eni 16 cm oldugundan x en fazla 8 cm olabilir. Dulayisiyla V nin [0, 8] izerindeki
en biiyiik degeri sorulmaktadar.

V'(x) =480 — 182z + 122% = 0
480 — 184z + 1222 = 0 ise ¢ = L2

5 veya x = 12 olur. x = 12 noktas: [0, 8]
araliiman disindadir. O zaman V' nin en biyik degeri ya ug¢ noktalarda ya da
kritik nokta olan 1 tedir. V(0) = V(8) = 0 oldugundan hacim en fazla
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Tiirevle Ilgili Teoremler

Bu kesimde kapali bir aralik iizerinde siirekli, i¢ kisimda tiirevlenebilir fonksiy-
onlarin ozellikleri ile ilgili bazi teoremler inceleyecegiz. Bunlarin en énemlileri
Rolle Teoremi ve Ortalama Deger Teoremidir.

Teorem (Rolle Teoremi) [ fonksiyounu [a,b] arahginda siirekli, (a,b)
aralginda tirevlenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise (a,b) araliginda f'(c) =0
olacak sekilde en az bir ¢ noktast vardar.

Ispat. [ fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli oldugundan bu aralik iizerinde
mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini alir. Bunlar siras1 ile M ve
m olsun. Eger M = m ise f sabit fonksiyon olur ki bu durumda her ¢ € (a,b)
icin f/(c¢) = 0 olur. Simdi m < M olsun. f(a) = f(b) oldugundan f fonksiyonu
M ve m degerlerini u¢ noktalarda almaz. Kabul edelim ki m degerini (a,b)
araligindaki ¢ noktasinda alsin. O zaman ¢ bir yerel minimum nokta olup bir
kritik nokta olur. f fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilir oldugundan ¢ de
de tiirevlenebilirdir. Boylece bu kritik nokta sadece tiirevin sifir yaptigi yer
olmalidir. Yani f'(¢) =0 dwr. m

Sonug 195 f fonksiyounu [a,b] araliginda sirekli, (a,b) araliyinda tirevienebilir
olsun. Eger f(a) = f(b) ise y = f(x) egrisinin en az bir noktasindaki tegeti
yataydar.
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Sonug 196 Kapalr aralikta siirekli ve i¢ kissmda tiirevlenebilir olan bir fonksiy-
onun ki sifir yeri arasinda tirevin sifir oldugu en az bir nokta vardr.
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Teorem 202 (Ortalama Deger Teoremi) f fonksiyounu [a,b] araliginda sirekli,
(a,b) arahginda tirevlenebilir olsun. O zaman (a,b) araliginda

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardar.
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