Grafik Cizimi

Bir fonksiyonun grafigi sonsuz coklukta nokta icerebileceginden, bu noktalari
koordinat diizleminde igaretlemek miimkiin olmayabilir. Ayrica egri tizerindeki
bir kag noktanin belirlenerek grafigin ¢izilmesi de saglikli olmaz. Ciinkii boyle
bir durumda iki nokta arasinda kalan parcanin davranisi hakkinda kesin bir
bilgi bulunmaz. Bu nedenle fonksiyonun bazi 6zelliklerini kullanarak grafigini
diizgiin bir sekilde ¢izebiliriz. Bu 6zelliklerin baginda fonksiyonun kritik nokta-
lar1 ile artanlik ve azalanlik kavramlar1 gelmektedir. Yine fonksiyonun konvek-
slik ve konkavlik durumu ile varsa asimtotlarinin belirlenmesi grafigin daha net
¢izilmesinde yarar saglar. Grafik ¢izimine ge¢cmeden fonksiyonun konvekslik ve
konkavlik durumu ile asimtotlarinin nasil belirlenecegini inceleyelim.

Diizlemde bir kiimenin herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasi yine
bu kiime icinde kaliyorsa bu kiimeye konveks kiime adi verilir. Ornegin tic-
genlerin, karelerin ve ¢emberlerin i¢ bolgeleri birer konveks kiimedir. Ancak
diizlemde yildiz seklinde bir kiime konveks degildir.

Bu diigiince ile [a, b] tizerinde tanimli siirekli bir f fonksiyonu verildiginde
eger fonksiyonun grafiginin iist tarafinda kalan bolge konveks ise f fonksiyonu
konvekstir veya yukar:1 biikiimliidiir denir. Eger fonksiyonun grafiginin alt
tarafinda kalan bolge konveks ise f fonksiyonu konkavdir veya agagi biikiim-
liidiir denir. Ornegin y = 22 fonksiyonu konveks, y = 1 — 22 fonksiyonu
konkavdir. Yine y =z fonksiyonu (—oo, 0] araliginda konkav, [0, c0) araliginda
konvekstir.

Buradan da anlagilacag: iizere x, (a,b) araliginda artarken f nin grafigine
teget olan dogrularin egimleri artarsa fonksiyon bu aralikta konvekstir. Eger
teget olan dogrularin egimleri azalirsa fonksiyon bu aralikta konkavdir. Buna

gOre asa o1daki tanim verebiliriz.

Tanim f fonksiyonu (a,b) araliginda tirevlenebilir olsun.

1. Eger [’ fonksiyonu (a,b) araldmda artan ise f nin gmﬁ“gi bu aralikta
konvekstir.

2. Eger f’ fonksiyonu (a,b) araliganda azalan ise f min grafigi bu aralikta
konkavdar.

Bir fonksiyonun artan ve azalan oldugu bolgeleri onun tiirevinini isareti
yardimiyla belirlenebilmektedir. Eger (a, b) araliginda f’ fonksiyonu tiirevlenebilir
ve bu araliktaki her z ic¢in (f')(z) = f”(x) > 0 ise f’ fonksiyonu artan,
dolayisiyla f fonksiyonu konvekstir. Eger (a,b) arahgindaki = igin (f')'(z) =
f"(x) < 0 ise f’ fonksiyonu azalan, dolayisiyla f fonksiyonu konkavdir. Buna
gore f fonksiyonunu ikinci tiirevinin igsareti yardimiyla konveks ve konkav oldugu
araliklar1 belirleyebiliriz.



Simdi de grafik ¢iziminde kullanilacak bir bagka kavran olan asiptot ile ilgili
bazi temel bilgiler verelim. Asimtot kavraminin daha bilimsel bir taniminin ol-
masina ragmen kabaca fonksiyonun grafiginin sonsuzda teget oldugu egri veya
dogru olarak tanimlayabiliriz. Asiptotlar, Yatay-Egik-Egrisel Asiptotlar ve Diigsey
Asimtotlar olmak iizere iki guruba ayrilir.

1-) Yatay-Egik-Egrisel Asiptotlar: y = f(z) fonksiyonu x — 400 igin
g(x) — 0 olmak iizere

f() = 6(x) + g(a)

bi¢iminde yazlabiliyorsa ¢(z) fonksiyonu f fonksiyonunu grafiginin bir asim-
totu olur. Eger ¢(z) = a (sabit) bi¢iminde ise yatay asimtot, ¢(z) = ax + b
biciminde ise egik asimtot ve derecesi birden biiyiik bir polinom ise egrisel asim-
tot olur. Yatay, egik ve egrisel asimtotlardan bir tanesi var ise digerleri var
olmaz. Fonksiyonun grafigi sonsuzda asimtota teget oldugundan fonksiyonun
grafigi bazi hallerde bu tip asimtotlar: sonlu = degerlerine karsilik gelen nokta-
larda kesebilir.

Ornek 224 f(z) = % fonksiyonu f(z) = 2—% bi¢iminde yazilabilir. Burada
¢(x) = 2 ve g(x) = —1 olarak distinildiginde ¢(x) = 2 nin bir yatay asim-
tot oldugu gorilebilir. Dikkat edilirse limy_ 1o f(x) = 2 dir. Bu fonksiyonun
grafigi asagida verilmagtir.

Uyar1 225 Eger y = f(x) fonksiyonu bir rasyonel fonksiyon ise bir polinom
bolmesi islemsi ile yatay, egik veya egri asimtot bulunabilir.

Ornek 226 f(z) = % fonksiyonu f(z) = 2x+37% biciminde yazilabilir.
Buradan ¢(x) = 2z + 3 bu fonksiyonun bir egik asimtotu olur.

Ornek 227 f(z) = f”?’:iff'l fonksiyonu ise f(z) = 2% — x + 2 — 2= bigiminde

r+1
yazilabileceginden ¢(x) = x? — x + 2 egrisi f nin bir egrisel asimtotu olur.

62



Uyar1 228 Rasyonel fonksiyonlarin bu tip asimtotlarini bulmak kolay olmasina
ragmen bu durum her hangi bir fonksiyon i¢in bu kadar kolay olmayabilir. Ancak
eger lim, .+ f(z) = a oluyorsa ¢(x) = a sabiti f nin yatay asimtotu olur.

Ornek 229 f(z) = 1“7” fonksiyonu igin lim,_, o h;”” = 0 oldujundan ¢(x) =0
yatay asimtottur.
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Uyar1 230 a > 0 olmak dizere f(x) = vax? + bx + ¢ tipindeki fonksiyonlar
icin ¢(z) = a ’33 + %| fonksiyonu egik asimtottur. x — oo i¢in ¢ min pozitif
par¢asy, T — —oo i¢in negatif parcast kullanulir. a < 0 i¢in f nin asimtotu
yoktur.

Ornek 231 f(z) = Va2 —x egrisi i¢in ¢;(z) =z — & ve ¢y(2) = —z + § egik
asimtotlardur.

2-) Diisey Asiptotlar: a bir reel say1 olmak iizere

lim+ f(z) =00, lim f(x)= oo, hm+ f(z) = —o0, lim f(z)=—o0

r—a

esitliklerinden biri saglamyorsa z = a dogrusuna y = f(z) fonksiyonunu grafigi
igin bir diisey asimtottur denir. Fonksiyonlarin grafikleri diisey asimtotlar
kesmez.Bir fonksiyounu birden fazla diisey asimtotu olabilir
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Uyar1 232 f(x) = ngg tipinde rasyonel bir fonksiyon i¢in Q(x) = 0 denklemi-
nin kokleri disey asimtot olabilir. Bu denklemin bir kéki P(x) = 0 denkleminin
bir kokii deyilse bu bir yatay asimtottur. Eger bu kok ayni zamanda P(z) = 0
denkleminin de bir koki ise bu noktada f nin limitine bakmak gerekir.

Ornek 233 f(z) = % egrisinin disey asimtotlarina bulalim. x> —4x =0
ise t1 = —2, o = 0 ve x3 = 2 olur. Bunlardan 1 = =2, xo = 0 diigey
asimtotturlar, ancak lim,_o f(x) = % oldugundan x3 = 2 diigey asimtot degildir.
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Uyar1 234 Rasyonel fonksiyonlar icin disey asimtot bulmak i¢in paydanin kok-
lerini bulmak isi kolaylastirmaktadir. Ancak herhangi bir fonksiyon igin limit
alinmasi gereken a sayisine tahmin etmek gerekir.

Ornek 235 f(z) = 27 egrist i¢in x = 0 dogrusundan baska bir dogrunun diisey
asimtot olamayacagine anlamak gerekmektedir. Bu noktada ise lim,_,o+ f(x) =
oo oldugundan x = 0 bir diisey asimtottur. Dikkat edelimki burada lim,_,o- f(z) =
0 dur.

Yukarida belirtilen bilgiler dikkate alinarak bir fonksiyonun grafigi ¢izilebilir.
Bunun igin agagida bahsedilen yolu izlemekte yarar vardir.

1. 1k olarak fonksiyonun tanim kiimesi bulunur.
2. Asimtotlar bulunur.
3. Egrinin koordinat eksenlerini kestigi noktalar bulunur.

4. Birinci tiirevin igareti incelenir. Boylece fonksiyonun artan ve azalan
oldugu araliklar ile yerel ekstremum noktalar: tesbit edilir.
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5. Ikinci tiirevin isareti incelenir. Boylece fonksiyonun konveks ve konkav
olugu araliklar ile biikiim noktalar: tesbit edilir.

6. Bu bilgiler bir tablo haline déniigtiiriilerek grafik ¢izilir.
Ornek 236 f(z) = 2* — 8x2
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Ornek 238 f(z)=z+ 2
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Ornek 240 f(z) = In(2=1)
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4.8 Ek Sorular

Ornek 241 Asagida verilen fonksiyonlarin grafigini tirev yardimayla ¢iziniz.
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