
3. ·Indirgeme (Rekürans) Ba¼g¬nt¬lar¬
·Integrant bir fonksiyonun yüksek dereceden kuvvetlerini içeriyorsa, baz¬

fonksiyonlar için k¬smi integrasyon yöntemi integrali daha küçük dereceden
bir ifadenin integraline dönüştürebilir. Bu tip integaraller ve kullan¬lan in-
dirgeme ba¼g¬nt¬lar¬ndan baz¬lar¬n¬ifade edelim:
I: n 2 N olmak üzere

R
sinn xdx integrali için k¬smi integrasyon yöntemi

kullan¬l¬rsaZ
sinn xdx =

Z
sinn�1 x sin xdx = � sinn�1 x cosx+ (n� 1)

Z
sinn�2 x cos2 xdx

= � sinn�1 x cosx+ (n� 1)
Z
sinn�2 xdx� (n� 1)

Z
sinn xdx

eşitli¼gi elde edilir. Buradan

n

Z
sinn xdx = � sinn�1 x cosx+ (n� 1)

Z
sinn�2 xdx

olur ve eşitli¼gin iki taraf¬n ile bölünerekZ
sinn xdx =

�1
n
sinn�1 x cosx+

n� 1
n

Z
sinn�2 xdx

indirgeme formülü elde edilir. Benzer şekilde;
R
cosn xdx integrali için in-

dirgeme formülüZ
cosn xdx =

1

n
cosn�1 x sin x+

n� 1
n

Z
cosn�2 xdx

olacakt¬r.

II: n 2 N1 olmak üzere
R dx

cosn x
integrali için indirgeme formülüZ

dx

cosn x
=

1

n� 1
sin x

cosn�1 x
+
n� 2
n� 1

Z
dx

cosn�2 x

dir. Benzer şekilde;
R dx

sinn x
integrali için indirgeme formülüZ

dx

sinn x
= � 1

n� 1
cosx

sinn�1 x
+
n� 2
n� 1

Z
dx

sinn�2 x
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III: m; n 2 N olmak üzere
R
sinn x cosm xdx integrali için indirgeme for-

mülüZ
sinn x cosm xdx = � 1

m+ 1
sinn�1 x cosm+1 x+

n� 1
m+ 1

Z
sinn�2 x cosm xdx

dir.
IV: n 2 N1 olmak üzere

R
tann xdx integrali için indirgeme formülüZ

tann xdx =
1

n� 1 tan
n�1 x�

Z
tann�2 xdx

dir.

V: n 2 N1 olmak üzere
R dx

(a2 + x2)n
tipindeki integraller için öncelikle

u =
1

(a2 + x2)n�1
ve dv = dx al¬narak k¬smi integrasyon yöntemi uygulan¬r

veZ
dx

(a2 + x2)n�1
=

x

(a2 + x2)n�1
+(2n� 2)

Z
dx

(a2 + x2)n�1
�(2n� 2) a2

Z
dx

(a2 + x2)n

eşitli¼gi elde edilir. BuradanZ
dx

(a2 + x2)n
=

x

(2n� 2) a2 (a2 + x2)n�1
+

(2n� 3)
(2n� 2) a2

Z
dx

(a2 + x2)n�1

indirgeme formülü elde edilir.

Örnek 7. (a)
R
cos4 xdx integrali kaŗs¬l¬k gelen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬kul-

lan¬larak Z
cos4 xdx =

1

5
cos3 x sin x+

3

4

Z
cos3 xdx

biçiminde sadeleştirilir. ·Indirgeme formülü tekrar uygulanarak sonuç elde
edilir.

(b)
R dx

sin3 x
integrali kaŗs¬l¬k gelen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larakZ

dx

sin3 x
=
�1
2

cosx

sin2 x
+
1

2

Z
dx

sin x

biçiminde sadeleştirilir.
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4. Basit Kesirlere Ay¬rma Yöntemi

Pay¬n¬n derecesi paydas¬n¬n derecesinden küçük olan R (x) =
P (x)

Q (x)
rasy-

onel fonksiyonu verilsin. a, (cn)1�n�k, (pn)1�n�m ve (qm)1�n�m reel sabitler,
r1; r2; : : : rk ve s1; s2; : : : ; sm pozitif tamsay¬lar olmak üzere

Q (x) = a (x� c1)r1 (x� c2)r2 : : : (x� ck)rk
�
x2 + p1x+ q1

�s1 �x2 + p2x+ q2�s2
: : :
�
x2 + pmx+ qm

�sm
olsun. Q (x) ve P (x) polinomlar¬birinci ve ikinci dereceden ortak çarpanlara
sahip olmas¬n ve her i = 1; 2; :::;m için p2i � 4qi < 0 olsun. Bu durumda;
R (x) rasyonel fonksiyonu, k tane farkl¬x� ci çarpan¬n¬n her biri için

A1
x� ci

+
A2

(x� ci)2
+ � � �+ Ari

(x� ci)ri

biçiminde k-l¬bloklar ile m tane farkl¬x2 + pix+ qi çarpan¬n¬n her biri için

B1x+ C1
x2 + pix+ qi

+
B2x+ C2

(x2 + pix+ qi)
2 + � � �+

Bsix+ Csi
(x2 + pix+ qi)

si

biçiminde m-li bloklar¬n toplam¬biçiminde ifade edilebilir. Böylece, R (x)
rasyonel fonksiyonu daha basit rasyonel ifadelerin toplam¬şeklinde yaz¬larak
kolayca integrali hesaplanabilir.

Örnek 8. (a)
R dx

x2 � 1 integralini hesaplayal¬m. Öncelikle

1

x2 � 1 =
A

x� 1 +
B

x+ 1

eşitli¼gini sa¼glayan A ve B sabitleri A = 1=2 ve B = �1=2 olarak bulunur.
Böylece Z

dx

x2 � 1 =
1

2

Z �
1

x� 1 �
1

x+ 1

�
dx

=
1

2
ln

����x� 1x+ 1

����+ C
elde edilir.
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(b)
R dx

(x� 1)2 (x+ 2)
integralini hesaplayal¬m. Öncelikle

1

(x� 1)2 (x+ 2)
=

A

x� 1 +
B

(x� 1)2
+

C

x+ 2

eşitli¼gini sa¼glayan A; B ve C sabitleri A = �1=9; B = 1=3 ve C = 1=9 olarak
bulunur. BöyleceZ

dx

(x� 1)2 (x+ 2)
=

Z �
�1

9 (x� 1) +
1

3 (x� 1)2
+

1

9 (x+ 2)

�
dx

=
1

9
ln

����x+ 2x� 1

����� 1

3 (x� 1) + C

elde edilir.

(c)
R x2dx

(x� 1) (x2 + 2) integralini hesaplayal¬m. Öncelikle

1

(x� 1) (x2 + 2) =
A

x� 1 +
Bx+ C

x2 + 2

eşitli¼gini sa¼glayan A; B ve C sabitleri A = B = C = 1=2 olarak bulunur.
BöyleceZ

x2dx

(x� 1) (x2 + 2) =
1

2

Z �
1

x� 1 +
x+ 1

x2 + 2

�
dx

=
1

2
ln jx� 1j+

Z
x

x2 + 2
dx+

Z
1

x2 + 2
dx

=
1

2

�
ln jx� 1j+ ln

��x2 + 1���+ p2
2
arctan

�
xp
2

�
+ C

elde edilir.

4. Trigonometrik ·Integraller
·Integrandlar¬trigonometrik fonksiyonlar¬n basit cebirsel kombinasyonlar¬

olan integrallere trigonometrik integraller ad¬verilir.
I: a ve b reel say¬lar olmak üzere;Z

sin ax sin bxdx;

Z
cos ax cos bxdx ve

Z
sin ax cos bxdx

4



tipindeki integraller;

sin ax sin bx =
1

2
[cos (a� b)x� cos (a+ b)x]

cos ax cos bx =
1

2
[cos (a+ b)x+ cos (a� b)x]

sin ax cos bx =
1

2
[sin (a+ b)x+ sin (a� b)x]

trigonometrik özdeşlikleri kullan¬larak hesaplan¬r.
II: m ve n pozitif tamsay¬lar olmak üzereZ

sinm x cosn xdx

tipindeki integralleri hesaplamak içinm tek ise t = cos x ve n tek ise t = sinx
de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬r. E¼ger m ve n çift ise

sin2 x =
1� cos 2x

2
ve cos2 x =

1 + cos 2x

2

özdeşlikleri kullan¬larak kuvvetler azalt¬l¬r.
III: m ve n pozitif tamsay¬lar olmak üzereZ

tanm x secn xdx

tipindeki integraller m tek veya n çift oldu¼gunda kolayl¬kla hesaplan¬r. m
tek ise u = secx; n çift ise u = tanx de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬r ve sec2 x =
1 + tan2 x özdeşli¼ginden faydalan¬l¬r. Di¼ger yandan;Z

cotm x cscn xdx

tipindeki integraller de m tek veya n çift oldu¼gunda csc2 x = 1 + cot2 x
özdeşli¼gi kullan¬larak benzer şekilde kolayl¬kla hesaplan¬r.
IV: Pay¬ve paydas¬sin x ve cosx fonksiyonlar¬n¬n cebirsel kombinasyonu

olan fonksiyonlar R (sinx; cosx) biçiminde ifade edilsin. R (� sin x; cosx) =
�R (sinx; cosx) ise t = cos x; R (sinx;� cosx) = �R (sinx; cosx) ise t =
sin x ve R (� sinx;� cosx) = R (sinx; cosx) ise t = tanx veya t = cotx
de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak integrand basitleştirilebilir.
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Örnek 9. (a)
R
sin 7x cos 3xdx integralini hesaplamak için

sin 7x cos 3x =
1

2
(sin 10x+ sin 4x)

eşitli¼gi kullan¬l¬r. Böylece;Z
sin 7x cos 3xdx =

1

2

Z
(sin 10x+ sin 4x) dx

= �1
4

�
1

5
cos 10x+

1

2
cos 4x

�
+ C

olarak hesaplan¬r.
(b)

R
sin2 x cos4 xdx integralini hesaplamak için;

sin2 x cos2 x = sin2 2x =
1� cos 4x

2

cos2 x =
1 + cos 2x

2

özdeşlikleri kullan¬larakZ
sin2 x cos4 xdx =

1

4

Z
(1� cos 4x) (1 + cos 2x) dx

=
1

4

Z
(1 + cos 2x� cos 4x� cos 4x cos 2x) dx

elde edilir ve integrand basitleştirilir.
(c)

R
sec4 xdx integralini hesaplamak için t = tanx de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yap¬larak; Z
sec4 xdx =

Z �
1 + t2

�
dt

eşitli¼gi elde edilir.

(d)
R sin5 x
cos2 x

dx integralini hesaplamak için; t = cos x de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yap¬larak; Z
sin5 x

cos2 x
dx = �

Z
(1� t2)2

t2
dt =

Z �
1

t2
� 2 + t2

�
dt

eşitli¼gi elde edilir.
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