2.4.Tam Diferensiyel Denklemler

Tanim. u = u (z,y) fonksiyonu D C R? bolgesinde siirekli birinci basamak-
tan tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. u = u (z,y) fonksiyonunun tam difer-
ensiyeli her (z,y) € D igin

ou ou
du = —d —d
U 3 x + 3 Y
ile tanimlanir.
Birinci basamaktan
P (z,y)dz +Q (z,y)dy =0 (1)

diferensiyel denklemini ele alalim. P (z,y)dz + Q (x,y) dy ifadesi bir tam difer-
ensiyel ise (1) denklemine tam diferensiyel denklem denir. (1) denkleminin
tam diferensiyel olmasi icin gerek ve yeter kosul

OP (z,y) _ 0Q(z,y)
dy N ox

olmasidir. Denklem tam diferensiyel ise 6yle bir v = u (z,y) fonksiyonu vardir
ki

ou
ou

esitlikleri gergeklenir. Buradan tam diferensiyel denklemin genel ¢oziimii ¢ keyfi
sabit olmak tizere u (z,y) = ¢ olarak bulunur.

Ornek 1. (e“siny — 2ysinz)de + (e cosy + 2cosx)dy = 0 diferensiyel
denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

Coéziim. P (x,y) =e”siny — 2ysinz ve Q (z,y) = e” cosy + 2 cos x olmak

lizere
AP (z,y) 0Q (x,y)
dy ox

oldugundan denklem tam diferensiyeldir. Oyle bir v = u (z,y) fonksiyonu vardir
ki

=e”cosy — 2sinx =

% = €”siny —2ysinz (2)
g—Z = e"cosy+ 2cosx (3)

esitlikleri gergeklenir. (2) den a’e gore integral alinirsa

u(z,y) = e*siny + 2y cosz + h (y) (4)



elde edilir. (4) esitliginin y’ye gore tiirevi almip (3)’e egitlenirse

=e"cosy+2cosx+ h' (y) = e’ cosy + 2cosx

dy
den 2’ (y) = 0 — h(y) = ¢; olarak bulunur. Buradan tam diferensiyel denklemin

genel ¢oziimii e” siny + 2y cos x = ¢ olarak elde edilir.

Ornek 2. 2z (ye"’32 — 1) dx + edey = 0 diferensiyel denkleminin genel

¢Oziimiinii bulunuz.
Coziim. P (z,y) =2z (yeg”2 - 1) ve Q (z,y) = e olmak tizere

P
OP (@,y) _, 0t _ 9Q(,y)
y ox
saglandigindan denklem tam diferensiyeldir. Oyle bir u = u (z,y) fonksiyonu
vardir ki

8u 22

9 = 2z (ye — 1) (5)
8u 22

ﬁiy = ¢ (6)

egitlikleri gerceklenir. (5) dan z’e gore integral alinirsa

u(z,y) = ye* — 2+ h(y)

elde edilir. Buradan y’ye gore tiirev alimp (6)’ye esitlenirse h (y) = ¢; olarak

bulunur. u (z,y) = ye® — 22+ ¢y olup tam diferensiyel denklemin genel ¢oziimii
¢ keyfi sabit olmak iizere

formunda elde edilir.

Ornek 3: (1 + a?Q) dy + (2zy — tanz) dx = 0 denkleminin ¢dziimiinii bu-
lunuz.
P(x,y) = 2zy —tanz ve Q (z,y) = 1 + 22 i¢in P, = 2z = Q, oldugundan
denklem tamdir. Oyle bir u (x,%) fonksiyonu vardir ki
U, = 2zy—tanx
u, = 1+ z?

denklemlerini saglar. Boylece

u(z,y) = y+2’y+h(z)
= u, =2xy+h (z) =22y —tanx
Y (@) = — sin
cosx
= h(z)=1In(cosz)+ 1



oldugundan

u(z,y) = sabit
=y + 2%y +1n(cosz) =c

bulunur.



