2.8. Riccati Diferensiyel Denklemi

Yy =P(x)+Q)y+R(z)y’ (1)

formundaki bir diferensiyel denklem Riccati diferensiyel denklemi olarak ad-
landirihr. P (x),Q (x), R (x) fonksiyonlar1 bir I araliginda siireklidir. Riccati
denkleminin bir &zel ¢oziimii biliniyorsa (1) denklemi lineer bir denkleme in-
dirgenebilir ve ¢oziimii bulunabilir.

y = 9yo (), (1) Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimii olsun. Boylece

o =P () +Q(2)yo + R (2) 45 (2)
saglanir. (1) de
1
y=1yo(z)+ w (@)

degisken degistirmesi uygulanirsa y' = y{, — ;‘—; oldugundan

-2 =P@+Qw (w+ 1)+ R (+22+ 1)
- 2 =P+ Q)+ R+ 1)+ R (224 )

elde edilir. (2) denkleminden

Q@ L pw (2y0+ 1)

U u2

yazilir. Bu esitlik diizenlendiginde
w4+ (Q(z) + 2yoR (z))u+ R(z) =0

seklindeki lineer denkleme ulagilir.
[k olarak lineer denklemin u () ¢oziimii bulunur sonra da

1
u ()

y=yo(z)+
de yerine yazilarak Riccati denkleminin ¢oziimii elde edilir.

Ornek 1.

y’:g+x3y2—x5
x

denklemini ¢6ziiniiz.

Cozlim. yy = z bir ¢oziimdiir.



y=x+ ﬁ Yy =1-— z—; yerine yazilirsa

y’:g+x3y2—x5
x

| 1 1\?
:>1—u2:<a:—|—)—|—x3<x—|—> —2°
U X U u

o 11 2zt aP

W zu u u?
1
=u+-ut+22*u+23=0
T
1
= + ( + 2334) u=—z* (lineer denklem)
x

elde edilir. Integral carpan

dir.
F(z)u= [ F(z)q(z)dz+ C oldugundan
25 25 25 —1 245
zeFu = /a:e2T (—xS) dr+C = —/x4e2Tda:—|—C’ = 762?
ve lineer denklemin ¢oziimii
1 C __2z°
u(x) = ~%s + P

olur.
y=x+ ﬁ oldugundan Riccati denkleminin genel ¢oziimii

1
y:l‘—l— 1 0_2:::5
—; T L€t

olarak bulunur.
Problemler

Asagidaki diferensiyel denklemleri ¢oziiniiz.

d 1 1
y—y2—2(—1)y—x+1:0 ;Y1 = ax
T

de =
b) (1-2®)y —y? +a?y+22=0 ; y =az?
)Y +yP—(1+2%)y+e**=0 ; y =em

d)y —y—Fy’+2*=0, y(1)=4 ; y =as’

+C



Cozilim:
a) y1 = ax = y} = a denklemde yerine yazilirsa
1 1
a—a2x2—2<—1>ax—x+1:0
x x

=z(-a®+2a—1)+(—a+1)=0
= —a’4+20—1=0 A —a+1=0
=a=1

olup y; = x ozel ¢oziimdiir. )
y=ux+ ﬁ , ¥ =1— 2% yerine yazildiginda

ldu 1 1)\? 1 1
1—2u—<x+> —2(—1><x+)—x+1 =
wdr @ U T u

d 2 1
L T (Lineer denklem)
dr = x

elde edilir. Burada integral ¢arpani
F(;E) _ ef%dz — 2z _ 2

olmak iizere

:—?4»0

dir. y =z + % oldugundan Riccati denkleminin ¢oziimii

n 1
y=x 1 -
3t
N _2m2—x3—|—2cx
y= —22 4+ 2¢

olarak bulunur.

mx

c) y1 = e™* =y = me™* denklemde yerine yazilirsa

me™® &+ e2m;v _ (1 +2ew)emx + e2w _

0
= (m—1)e™ —2emHhe 4 2o 4 o2mz —

olur. Bu egitlik m = 1 i¢in saglanir. Boylece 6zel ¢oziim y; = e” dir.



y=e"+ ﬁ Yy =e* — z—; denklemde yerine yazilirsa

1 2e* 1 1 2e”
ex_iu/ €2x o 7_6.’13_7_262]:_7 623:
u? + + U + u? U U +

=u+u—1=0 (Degigkenlerine ayrilabilir denklem)
=dx

du
1—u
=-In(l—u)=z—1Inc

elde edilir, boylece ayrilabilir denklemin ¢6ziimii

u=1—ce™ ™

vey=¢e"+ % oldugundan Riccati denkleminin ¢oziimii

1
1—ce™®
e —c+1

T l—ce®

olarak bulunur.



