
4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ ·INTEGRALLER
Bu kesimde belirli integral kavram¬n¬, aral¬¼g¬n sonsuz oldu¼gu ve f nin [a; b]

üzerinde sonsuz süreksizli¼gi (dolay¬s¬yla s¬n¬rs¬z) oldu¼gu durumlara geni̧slete-
ce¼giz. Her iki durumda da integrale genelleştirilmi̧s integral (has olmayan inte-
gral) ad¬verilir. Bu tür integraller uygulamada s¬kl¬kla karş¬m¬za ç¬kar Genelleştir-
ilmi̧s integraller üç guruba ayr¬l¬r. Örne¼gin,Z 1

0

dx

1 + x1
,
Z 2

0

dx

x� 1 ve
Z 1

1

dx

(x� 2)2

integraleri genelleştirilmi̧s integralleredir, ancak herbiri farkl¬özelliklere sahip-
tir. Birinci integralde integral aral¬¼g¬sonsuz, ikincisinde integrant s¬n¬rl¬de¼gil,
üçüncüsünde ise bu durumlar¬n her ikisi mevcuttur.
4.1 Birinci (I.) Çeşit Genelleştirilmi̧s ·Integraller

De�nition 1 Sonsuz bir aral¬k üzerinde tan¬ml¬s¬n¬rl¬ fonksiyonlar¬n integra-
line birinci tip genelleştirilmiş integral denir.

1. E¼ger f fonksiyonu [a;1) aral¬¼g¬nda sürekli iseZ 1

a

f(x)dx = lim
b!1

Z b

a

f(x)dx;

2. E¼ger f fonksiyonu (�1; b] aral¬¼g¬nda sürekli iseZ b

�1
f(x)dx = lim

a!�1

Z b

a

f(x)dx;

3. E¼ger f fonksiyonu (�1;1) aral¬¼g¬nda sürekli iseZ 1

�1
f(x)dx =

Z c

�1
f(x)dx+

Z 1

c

f(x)dx

Herbir durumda limit sonlu ise genelleştirilmiş integral yak¬nsakt¬r ve limit
de¼geri integralin de¼geridir. E¼ger limit yoksa genelleştirilmiş integral ¬raksakt¬r.

Example 2
R1
1

dx

x
integralinin yak¬nsak yada ¬raksak oldu¼gu belirleyiniz.

Z 1

1

dx

x
= lim

b!1

Z b

1

dx

x
= lim

b!1
[ln b� ln 1] =1

oldu¼gundan verilen integral ¬raksakt¬r.

4.2 Birinci Çeşit Genelleştirilmi̧s ·Integraller için Yak¬nsakl¬k Test-
leri
Aşa¼g¬daki testler integrasyon s¬n¬rlar¬n¬n birinin1 olmas¬halinde verilmi̧stir.

Di¼ger durumlarda benzer testler verilebilir.
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Theorem 3 (Karş¬laşt¬rma Testi) x � a için 0 � f(x) � g(x) olsun. Bu
durumda

�
R1
a
g(x)dx yak¬nsak ise

R1
a
f(x)dx de yak¬nsakt¬r.

�
R1
a
f(x)dx ¬raksak ise

R1
a
g(x)dx de ¬raksakt¬r.

Example 4
R1
0

dx
ex+1 integrali için 0 �

1
ex+1 �

1
ex olupZ 1

0

dx

ex
= lim

b!1

Z b

0

dx

ex
= lim

b!1
(1� 1

eb
) = 1

oldu¼gundan karş¬laşt¬rma testine göre
R1
0

dx
ex+1 integrali yak¬nsakt¬r.

Theorem 5 (Limit Testi) limx!1 x
pf(x) =  olsun. O zaman

R1
a
f(x)dx

integrali

� p > 1 ve  sonlu ise yak¬nsakt¬r.

� p � 1 ve  6= 0 ise ¬raksakt¬r.

Example 6
R1
0

x2

4x4+25dx integrali verilsin.

lim
x!1

x2f(x) = lim
x!1

x2
x2

4x4 + 25
=
1

4

olup p = 2 ve  = 1
4 oldu¼gundan

R1
0

x2

4x4+25dx integrali yak¬nsakt¬r.

4.3 ·Ikinci (II.) Çeşit Genelleştirilmi̧s ·Integraller
Birinci bölgede y = 1p

x
e¼grisi altnda x = 0 dan x = 1 e kadar olan bölgeyi

düşünelim. Öncelikle a dan 1 e kadar olan k¬sm¬n alan¬n¬bulal¬m.

1 1 2

2

4

x

y

Z 1

a

dxp
x
= 2� 2

p
a

olur. Sonra a! 0+ iken bu alan¬n limitini hesaplayal¬m.

lim
a!0+

Z 1

a

dxp
x
= 2
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olur. O halde e¼gri alt¬nda 0 dan 1 e kadar olan alan sonludur ve aşa¼g¬daki gibi
tan¬mlan¬r. Z 1

0

dxp
x
= lim

a!0+

Z 1

a

dxp
x
= 2:

Bu örnek te oldu¼gu gibi, sonlu bir aral¬kta pozitif olmas¬gerekmeyen s¬n¬rs¬z
bir f fonksiyonunun aral¬k üzerindeki integralini s¬n¬rl¬oldu¼gu aral¬k üzerindeki
integrallerinin limiti olarak tan¬mlar¬z.

De�nition 7 Sonlu bir aral¬kta bir noktada s¬n¬rs¬z olan fonksiyonun integra-
line II. tip genelleştirilmiş integral denir.

1. E¼ger f fonksiyonu (a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve a da süreksizseZ b

a

f(x)dx = lim
t!a+

Z b

t

f(x)dx;

2. E¼ger f fonksiyonu [a; b) aral¬¼g¬nda sürekli ve b de süreksizseZ b

a

f(x)dx = lim
t!b�

Z t

a

f(x)dx;

3. E¼ger f fonksiyonu a < c < b olmak üzere c noktas¬hariç [a; b] aral¬¼g¬nda
sürekli ise Z b

a

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx:

Herbir durumda limit sonlu ise genelleştirilmiş integral yak¬nsakt¬r ve limit
de¼geri integralin de¼geridir. E¼ger limit yoksa genelleştirilmiş integral ¬raksakt¬r.

Example 8
R 5
2

dxp
x� 2

integralinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

Z 5

2

dxp
x� 2

= lim
t!2+

Z 5

2

dxp
x� 2

= lim
t!2+

[2
p
3� 2

p
t� 2] = 2

p
3

oldu¼gundan verilen integral yak¬nsakt¬r ve de¼geride 2
p
3 dür.

Example 9
R �

2

0

sinx

x
dx integralinin yak¬nsakl¬k durumunu inceleyiniz.

Bu integralde integrant x = 0 noktas¬nda s¬n¬rs¬z gibi görünse de

lim
x!0+

sinx

x
= 1

oldu¼gundan integral belirli integraldir. Belirli integraller her zaman yak¬nsak
oldu¼gundan verilen integral yak¬nsakt¬r.
4.4 ·Ikinci Çeşit Genelleştirilmi̧s ·Integraller için .Yak¬nsakl¬k Test-

leri
Aşa¼g¬daki testler f fonksiyonunu [a; b] aral¬¼g¬nda sadece x = a noktas¬nda

s¬n¬rs¬z oldu¼gu hal için verilmi̧stir. Di¼ger durumlar için benzer sonuçlar elde
edilebilir.
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Theorem 10 (Karş¬laşt¬rma Testi) a < x � b için 0 � f(x) � g(x) olsun.
Bu durumda

�
R b
a
g(x)dx yak¬nsak ise

R b
a
f(x)dx de yak¬nsakt¬r.

�
R b
a
f(x)dx ¬raksak ise

R b
a
g(x)dx de ¬raksakt¬r.

Example 11
R 5
1

dxp
x4�1 integrali verilsin. x > 1 için 0 �

1p
x4�1 �

1p
x�1 olupZ 5

1

dxp
x� 1

= lim
t!1+

Z 5

t

dxp
x� 1

= lim
t!1+

(4� 2
p
t� 1) = 4

oldu¼gundan karş¬laşt¬rma testine göre
R 5
1

dxp
x4�1 integrali yak¬nsakt¬r.

Theorem 12 (Limit Testi) limx!a+(x�a)pf(x) =  olsun. O zaman
R b
a
f(x)dx

integrali

� p < 1 ve  sonlu ise yak¬nsakt¬r.

� p � 1 ve  6= 0 ise ¬raksakt¬r.

Example 13
R 5
1

1p
x4�1dx integrali verilsin.

lim
x!1+

(x� 1) 12 f(x) = lim
x!1+

(x� 1) 12 1p
x4 � 1

=
1

2

olup p = 1
2 ve  =

1
2 oldu¼gundan

R 5
1

1p
x4�1dx integrali yak¬nsakt¬r.

4.5 Üçüncü Çeşit Genelleştirilmi̧s ·Integraller
Bir integral hem I. çeşit hem de II. çeşit genelleştirilmi̧s integral ise bu inte-

grale üçüncü çeşit genelleştirilmi̧s integral denir. Örne¼gin,

1Z
0

x2 + 1

x
dx

integralli üçüncü çeşit genelleştirilmi̧s integral olup bu integral uygun aral¬klara
bölünerek I. çeşit ve II. çeşit integrallerin toplam¬olarak ifde edilebilir. Burada
integrallerden en az biri ¬raksak ise integral ¬raksak ve tüm integraller yak¬nsak
ise integral yak¬nsakt¬r.
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