Cok Degiskenli Fonksiyonlar

Tanim 1. D diizlemin bir bélgesi, f de D nin her bir (z,y) noktasma
bir f(z,y) reel sayisi kargilik getiren bir fonksiyon ise f fonksiyonuna bir iki
degigkenli fonksiyon adi verilir. B uzayin bir bolgesi, f de B nin her bir
(x,y, z) noktasina bir f(z,y,z) reel sayis1 karsilik getiren bir fonksiyon ise
f fonksiyonuna bir ii¢ degigkenli fonksiyon adi verilir. Daha ¢ok degiskenli
fonksiyonlar benzer gekilde tanimlanir.

Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Tanim ve Goriinti Kiimeleri

Reel degerli bir f fonksiyonunun tanim kiimesi verilmemis, sadece z =
f(z,y) bagmtis1 verilmigse bu fonksiyonun tanim kiimesi f(x,y) ifadesini
reel yapan (x,y) noktalarimn kiimesi olacaktir. Ayni gey ii¢ ve daha fazla
degigkenli fonksiyonlar icin de gecerlidir.

Ornek 1. f(z,y) = arcsin(xy) esitligiyle tanimlanan f reel degerli
fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.
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Coziim. Arksiniis fonksiyonu [—1, 1] arahgindan [—7

bir fonksiyon oldugundan, tanim kiimesi

—1 < zy < 1 egitsizligini saglayan (z,y) noktalarimin kiimesidir. Bu
durumda x > O igin —1 < 2y <1 = 2y <1 = y < %;a:<0igin
-1 <2y <1= —ay <1 =y < fraclz olur. Simdi y < 0 olsun. Bu
durumda z > 0 icin —1 < 2y < 1 = —ay < 1:>y2—%;a:<0i(;in
—1§a:y§I:xygl:yZ%olupbéylece
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, 5] araligina tanimh

D(f)={(x,y): x>0,0<y < i}U{(w,y):x<0,0§y§fraclx}
Uf(z,y) ;x>oégyg0}u{(m,y):x<o,§ <y <0} U{(0,0)}

dar.
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Ornek 2. f(z,y,2) = Va2 — 22 —y? — 22, a € R fonksiyonunun tanim
bolgesini bulup grafigini ¢iziniz.

Coziim. a®> — 22 — 9y — 22> 0= 22 +y* + 22 < a?, a € R bulunur. Bu
bolge merkezi orijin ve yarigapi a birim olan kiire ve i¢ bolgesidir.




iki Degiskenli Fonksiyonlarin Grafikleri

Tanim 1. z = f(z,y) fonksiyonu verildiginde xOy diizleminde, fonksiy-
onun sabit degerler aldigi noktalarin olugturdugu egrilere f nin seviye egrileri
denir.

Ornek 1. f(x,y) = 2%+ y? fonksiyonunun baz seviye egrilerini bulunuz.
Bundan yararlanarak fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Coziim. 2% + y> = 1 cemberi iizerindeki tiim (z,y) noktalarinda f
fonksiyonu 1 sabit degerini alir. Dolayisiyla 22 + y? = 1 bir seviye egrisidir.
Benzer sekilde 22 +14? = 2 ve ¢ > 0 olmak iizere tiim seviye egrileri 22 +14% = ¢
¢emberleridir.

Fonksiyonun grafigi {(x,y, 2) : 22 +y? = ¢, z = ¢} noktalarmin grafigidir.
Bu yiizeye paraboloid adi verilir.

Bir elipsin eksenlerinden biri etrafinda dondiirtilmesiyle olugan bir yiizeye
elipsoid denir. Elipsoid denklemi
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dir.
Bir hiperboliin yedek eksenlerinden biri etrafinda dondiirtilmesiyle olusan
bir yiizeye kanath hiperboloid denir. Eger hiperboloid denklemi
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ise kanatl hiperboloidin denklemi

olur.




Uzayda herhangi bir dogru uzayin herhangi bir egrisine dayanarak ken-
disine paralel hareket ederse olusan yiizeye silindir denir. Dayanak egrisi
gember ise dairesel silindir, elips ise eliptik silindir, parabol ise parabolik
silindir ad1 verilir.

Sabit bir T noktasindan gecen ve verilen egriyi kesen hareketli bir dogrunun
olugturdugu yiizeye koni denir. T noktasina koninin tepe noktasi, kestigi
egriye de koninin dogrultman egrisi denir. Yiizeyi olugturan hareketli dogruya
koninin anadogrusu denir. Dogrultman egrisi
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elipsi olan koninin denklemi
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Limit ve Sureklilik

Tanim 1. P(a,b) bir sabit nokta ve € > 0 olsun.

D(P,e) = {(z,y) : /(& — a)* + (y — b)* <}

kiimesine P(a,b) noktasinin bir e— komsulugu denir.

VE—a)?+y—02<d=|r—al <dvel|y—>b <6
dir.

lz—al <dvely—bl<d=+(z—a)+ (y—0b)?2<V2

olur.

Tanim 2.  lim )@y f(2,y) = L & Ve > 0 icin, 3§ > 0 dyle ki
|z —a] < & ve |y —b| < ¢ bagmtilarii saglayan, tamm kiimesindeki tiim
(x,y) noktalar1 i¢in | f(z,y) — L| < e dur.

Iki degiskenli fonksiyonlarda bir fonksiyonun (a,b) noktasindaki limiti
aragtirilirken:



1) (@, b) noktasinin fonksiyonun tanim kiimesinin bir y1gilma noktasi olduguna,

2) L limiti varsa bu limit (x,y) noktasmin (a,b) noktasina yaklagim
seklinden bagimsiz olduguna dikkat etmek gerekir.

Ornek 1.

) 223 — 3y + 1
hm _—
(zy)—(0,0) x>+ y?+ 2

limitini hesaplayiniz.

Cozim.

. 20° = 3y* +1 _ limgy0022° =32 +1 1
(z,y)—(0,0) x2 + y2 + 2 hm(x’y)*)(o’()) x2 + y2 + 2 2

elde edilir.

Ornek 2. f (x,y) = ””Q;Qf fonksiyonunun (0,0) noktasinda limitinin
olmadigini gosteriniz.

Cozum. y = mx dogrusu boyunca yaklagilirsa

lim Ay = lim —$2 + (ma)”
(z,9)—(0,0) 22 2—0 x?
2 1 2
i T
x—0 x

olup her bir m degeri igin farkh limit bulunur. Dolayisiyla (0, 0) noktasinda
limit yoktur.

Teorem 1. limg ) @p) f(2,y) = L1 ve limg )0 9(7,y) = Lo limit-
leri var olsun.

a) im ) ap) [f(7,9) + 9(@,y)] = L1 + Lo,
b) hm(:r,y)%(a,b) [f(xv y)g(xv y)] = L1L27
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c) Her ¢ € R i¢in lim, ) (ap) ¢f (2, y) = cLa,,

I
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d) g(z,y) # 0 ve Ly # 0 ise lim(y ) (ap) 5853

Tanim 3. f, A kiimesinde tanimh bir fonksiyon ve (a,b), A kiimesinin
bir yigilma noktasi olsun. f, (a,b) de tanmimlh ve lim @) f(2,y) = f(a,b)
ise f fonksiyonu (a,b) de siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin
her noktasinda siirekli ise A iizerinde stireklidir denir.

O halde bir fonksiyonun bir (a, b) noktasinda siirekli olmasi igin
1) f, (a,b) noktasinda taniml,

2) f, (a,b) de limitli,

3) lim g y)—s(ap) f (2, y) = fla,b)

olmalidur.

Ornek 3. f(z,y) = 223 + xy + 3y* fonksiyonunun (1,1) noktasinda
siirekliligini inceleyiniz.

Cozim. limg, ,)a1) 22 + 2y + 3y*> = 6 = f(1,1) oldugundan f, (1,1)
noktasinda stireklidir.

Ornek 4.

_ | #(wy) £ 0,0)
m’y)‘{ 0. (x.y) = (0.0)

bigiminde tamimlanan f : R? — R fonksiyonunun (0,0) noktasinda siirekli
oldugunu gosteriniz.

Coziim. ¢ > 0 verilmis olsun. 0 = /e secelim. |z| < /e ve |y| < /&
esitsizliklerini saglayan (z,y) noktalar igin



x2y2 2 yz 2
\f(fli,y)—0|:x2+y2 = <r’<e

oldugundan

lim f(z,y) = f(0,0)

(2,y)—(0,0)

elde edilir. Bu da verilen fonksiyonun (0, 0) siirekli oldugunu gosterir.



