MATEMATIKSEL BiYOLOJI

Matematiksel Modelleme, Gazi Kitabevi 2014

Nuri OZALP

Niifus Dinamigi ve Kararlihk




Niifus Dinamigi ve Kararlilik

Icerik

Q@ Kararliik Tanimi ve Teoremi
@ Tek Tir Modeli

@ ki Tiir Modeli

Q Kararlihk

@ Faz Diizlemi-Orbit-Yoriinge
Q@ Yarisma Modeli

@ Av Avcl Modeli

@ Karmasa (Kaos)




‘ Kararlilik ‘

9 — f(x) diferensiyel denkleminin (sisteminin) bir denge noktasi (sabit
noktasi, kritik noktasi) f(x.) = 0 denklemini saglayan x. noktasidir. Eger
% = f(x) denkleminin denge noktasina yakin tiim baslangic kosullari icin
¢oziimii de denge noktasina yakin kaliyorsa, denge ¢oziimii kararhdir
denir. Diger bir deyisle, her x(ty) = xo baslangic noktah x(t) ¢éziimii ve
her € > 0 icin, eger |xe — xo| < J iken |x(t) — xe| < & (her t > ty)
oluyorsa, x. ¢éziimii kararlidir denir. (¢t — oo icin esitsizlik saglaniyorsa x.
¢oziimiine asimptotik kararlidir denir.)

Eger f' tiirevi x. yi iceren bir aralikta siirekli ve f'(x.) < 0 ise x. denge
noktasi asimptotik kararlidir. f'(x.) > 0 ise x. denge noktasi kararsizdir.

o ] = = =
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Tek Tiir Modeli — Malthusyan biiytime modeli

e Niifus modellerinin énciisii, Thomas Malthus (1798) tarafindan
onerilen ve Malthusyan biiyiime modeli olarak adlandirilan ve daha
sonralari Charles Darwin'de dogal ayiklanma prensibi fikrinin
dogmasina neden olan iistel biiyiime modelidir. Bu tiir bir model
yiyecek kaynaklarinin veya diger cevre faktorlerinin kisitliigi nedeniyle
dogada acik olarak goriinmemekle birlikte model gelistirme acisindan
bizim icin bir baslangi¢ olacaktir.
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Yalin bir dogum olayi, niifusun tamamen denk organizmalardan
olustugunu, ve dliimsiiz olarak b oraninda uredigini kabul eder.
Matematiksel olarak bu, yani

dP
— = bP
dt
demektir. Benzer sekilde, yalin bir 6liim olay1 da hi¢ bir dogum olmaksizin,
her bir bireyin ayni pozitif ¢ 6liim oranina sahip oldugunu kabul eder. Bu

ise,
dP

dt
anlamina gelir. Bdylece sabit dogum ve 6liim oranli bir niifus modeli;
a = b — c (sabit) ve baslangi¢ niifusu Py olmak iizere

dP
= 4P

{dt ¢
P(0) = Py
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L ek Tar Modeli | Malthusyan biiyime modeli
Problemin ¢céziimii
P(t) = Poeut _

— 00, (t—00); egera> 0 ise,

' eéer a =0 ise,
— 0, (t—oc0); egera <0 ise
P(t) a=Q
R -
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@ a > 0 igin iistel biiyiime ve a < 0 icin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir




e a > 0 igin iistel biiyiime ve a2 < 0 icin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir

@ Denge noktasi P, = 0 olup, a < 0 i¢in asimptotik kararh, a > 0 icin
ise kararsiz




e a > 0 igin iistel biiyiime ve a2 < 0 icin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir

@ Denge noktasi P, = 0 olup, 2 < 0 icin asimptotik kararl, 2 > 0 icin
ise kararsiz

o Niifusun ikiye katlandigi t zamani (a > 0) icin t = In2/a




e a > 0 igin iistel biiyiime ve a2 < 0 icin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir

@ Denge noktasi P, = 0 olup, 2 < 0 icin asimptotik kararl, 2 > 0 icin
ise kararsiz

o Niifusun ikiye katlandigi t zamani (a > 0) igin t = In2/a
e Niifusun yarilandigi t zamani (a < 0) icin t = —In2/a

o 9 z = = 9ac




a > 0 igin iistel biiyiime ve a < 0 igin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir

Denge noktasi P, = 0 olup, a < 0 icin asimptotik kararh, 2 > 0 icin
ise kararsiz

Niifusun ikiye katlandigi t zamani (a > 0) i¢in t = In2/a

Niifusun yarilandigi t zamani (a < 0) igin t = —In2/a

ikiye-katlama zamani veya yarilanma-zamani a ya baglidir
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a > 0 igin iistel biiyiime ve a < 0 igin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir

Denge noktasi P, = 0 olup, a2 < 0 icin asimptotik kararli, 2 > 0 icin
ise kararsiz

Niifusun ikiye katlandig t zamani (a > 0) icin t = In2/a
Niifusun yarilandigi t zamani (a < 0) igin t = —In2/a
ikiye-katlama zamani veya yarilanma-zamani a ya baglidir

Model, kisa zaman aralklarinda gercekgei olabilir. Savas, gé¢, dogum

ve 6liim oranlarindaki degisimler gibi 6nemli faktdrler burada goz ardi
edilmistir.
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Tek Tiir Modeli Malthusyan biiyiime modeli

e a > 0 igin iistel biiyiime ve a2 < 0 icin iistel kiigiilme (niifus
yokolmasi) vardir

@ Denge noktasi P, = 0 olup, a < 0 i¢in asimptotik kararl, 2 > 0 icin
ise kararsiz

Niifusun ikiye katlandigi t zamani (a > 0) icin t = In2/a
Niifusun yarlandigi t zamani (a < 0) i¢in t = —In2/a

ikiye-katlama zamani veya yarilanma-zamani a ya baglidir

Model, kisa zaman araliklarinda gercekgi olabilir. Savas, gé¢, dogum
ve 6liim oranlarindaki degisimler gibi 6nemli faktérler burada goz ardi
edilmistir.

o Genel olarak, biiyiime orani a sabit olmayip, zamana veya niifus
boyutuna baglidir.
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N LS Gompertz Modeli
Tek Tiir Modeli — Gompertz (1779-1865) modeli

@ Sigorta hesaplamalari icin verilen bir model




N LS Gompertz Modeli
Tek Tiir Modeli — Gompertz (1779-1865) modeli

@ Sigorta hesaplamalari icin verilen bir model

e Giiniimiizde solid tiimdr (kanser hiicresi) biiyiimesine uygulanmakta




Tek Tiir Modeli — Gompertz (1779-1865) modeli

@ Sigorta hesaplamalari icin verilen bir model
e Giiniimiizde solid tiimdr (kanser hiicresi) biiyiimesine uygulanmakta

e Biiyiime orani a(t) = ke™" (r > 0)




N LSS Gompertz Modeli
Tek Tiir Modeli — Gompertz (1779-1865) modeli

@ Sigorta hesaplamalari icin verilen bir model

e Giiniimiizde solid tiimdr (kanser hiicresi) biiyiimesine uygulanmakta

e Bilyiime orani a(t) = ke™"" (r > 0)

@ Tiumor zamana gore iistel olarak biiylimez. Timor biyiikliigii
arttikca, toplam tiimoér hacminin ikiye katlanma zamani siirekli olarak
artar. Boylece, t aninda béliinen hiicrelerin hacmini P(t) ile
gosterirsek, bu durumda

dP

9 — ke P, P(0) =P,
dae € (0) =P

Problemin ¢oziimii
P(t) = Poek(l=e/r

t — oo icin a(t) — 0, P(t) — Poe/" ve ikiye-katlanma zamani
In2/a — oo olup, P = 0 denge noktasi kararsizdir

D
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Sekil: m mesi m P(t) =
: Tumo
¢ biivi
tiytimesi modeli
N (t)
P k(l—e~
0€ (1—e=)/r




Tek Tiir Modeli Gompertz Modeli

Niifus yeterince biiyiirse, tiiriin cevresi ve diger tiirlerle olan iliskileri de
devreye girer. Yiyecek kithg bu durumda niifusun biiyiimesini engeller.
Yiyecek kaynaklari artirilsa bile, yine de niifus yogunlugu arttikca biiyiime
orani azalir. Bdylece, yogunluk (kalabaliklik) yiyecek kaynaklarinin
kisitlanmasi ile ayni etkiyi dogurur.

Simdi a biiyiime oraninin niifus biiyiikligiine bagh oldugunu diisiinelim.

dP
— =a(P)P

5 —a(P)

P yok olurken a(P) cevre etkisi olmaksizin biiyiime oranina yaklasmaktadir.
P artarken a(P) azalir. Daha biyiik niifuslar icin 2(P) negatiftir, yani
dogumdan cok &liim vardir. a(P) nin siirekli oldugunu kabul edersek, bu
durumda biiyiime oraninin sifir oldugu bir niifus varolmaldir.
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Tek Tiir Modeli — Lojistik (Verhulst-Pearl) denklem

o Belcikali matematikgi Pierre F. Verhulst 1838 yilinda insan niifusu icin
a(P) = (r — sP) énerdi

dP P
s (r—sP)P:rP(l—R) (2)

K=r/s




