Tek Tiir Modeli — Lojistik (Verhulst-Pearl) denklem

o Belcikali matematikgi Pierre F. Verhulst 1838 yilinda insan niifusu icin
a(P) = (r — sP) énerdi

dP P
K=r/s

@ Model 1930 yilinda Pearl tarafindan meyve sinegi niifusuna ve 1935
de G.F. Gause tarafindan hamam bocegi niifusuna uygulandi
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degildir) veya 1 — P./K = 0 yani P. = K = r/s durumu
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Lojisitik denklem icin bu, P. = 0 (ki bu durum bizim icin ilgi ¢ekici
degildir) veya 1 — P./K = 0 yani P. = K = r/s durumu

e K cevre tasima kapasitesi (doygunluk diizeyi) =
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‘z/: (r—sP)P

dP
dr

s
\ P

Sekil: Lojistik denklemin faz diizlemi

Parabol kesim noktalart P=0ve P =r/s
(0,r/s) de dP/dt > 0;(t — 0 i¢in P(t) artarak r/s ye yaklasir)
(r/s,c0) da dP/dt <0 (t — 0 icin P(t) azalarak r/s ye yaklasir)




P. = K = r/s denge niifusu kararldir. l

d
Kararlilik Teoreminden f'(P) = P [(r —sP)P] = r — 2sP olup,

f'(P)|p—, /s = —r < 0 oldugundan P. = K = r/s denge noktasi
(asimptotik) kararlidir.




Faz diizlem egrisine denge niifusunun komsulugunda

dP r

— _ n(P— -

dt m( s)
dogrusu ile yaklasalim. Burada m egimi P = r/s noktasinda negatiftir.
Bu lineer diferensiyel denklemin ¢céziimii

e MP(t) = ge_”” +C

ve P(0) = Py (r/s ye yakin) igin
r r
P(t) =L 1 (Py— [)emt
)=+ (Po—De

olur. m < 0 oldugundan, t — oo icin P — r/s dir. Goriildiigii gibi P asla
sonlu zamanda r/s ye ulasamaz. Ayrica Py baslangic kosulu denge
noktasina yakin oldugu icin dengeden sapma sifira yaklasir. Bu ise denge
niifusunun kararli olmasi demektir.
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(Pertiirbasyon yéntemi)

P = g + ¢eP; (ePy dengeden sapma)

P.
diyelim. |eP1| < r/s (Yanilim; ‘:72 = 0) dir. Lojistik denklemden
P.
s% = (g —|—£P1> (r—r—esPy)
dP1 r
@ =~ (Grer)

eP1 cok kiiciik oldugundan, lineer olmayan terimi iptal edebiliriz. Boylece,

dPs

= —rPy = Pi(t)=Ce " =0 (t— )

olup bu denge niifusunun kararli olmasi demektir.




L ek Tar Modeli | Lojistik (Verhulst-Pearl) denklem
Simdi lojistik denklemi P(0) = Py baslangi¢ kosulu altinda ¢ozelim.

dP 1.1
T g = (= dP = dt
P(r—sP) r(P r—sP)
1(In|P|—|n|r—sP|)—t~|—c = 1In =t+c
r - r r—sP|

P(0) = Py baslangi¢c kosulunu kullanirsak,

P
Po

r—sPy
r—sP

rt

lim;—co r — sP = 0 oldugundan, (r — sPy)/(r — sP) oraninin isareti pozitif

olduéundanp% (%) = e" veya diizenlenirse

Pyre r/s r
P:(r—sPo-l—sPoe’f) - P:1+r—sPo_)g (tﬁw)m
sPye't

o 9 z = = 9ac
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Sekil: Lojistik egri. (% In 5300, {—s) déniim noktasi

Bir kiiltiirdeki mayanin biiyiimesi lojistik egriye oldukga uymaktadir.

Lojistik model (¢ sabit icerir. r, s ve Py. Modeli test etmek icin {i¢ bilin
kosula gereksinim vardir. Ornegin, ii¢ farkli zamanda P(ty) = Py,
P(t;) = Py, P(ty) = P, degerleri verilebilir. e e J)f@
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Tek Tiir Modeli — Allee etkisi

e Warder C. Allee (1931): Hayvanlarin siirii halinde yasamalari ve sosyal
davranislari:

e Diisiik niifus boyutlarinda veya yogunluklarinda niifus biiyiimesinde
azalma olur. Diisiik yogunluklu niifuslarda, niifus genis alanlara yayilir
ki bu da ciftlesmelerin dolayisi ile niifusun azalmasina neden olur.
Buna Allee etkisi denir. Niifus modellerinde Allee etkisi siklikla,
altindaki niifuslarin yokoldugu bir esik deger olarak modellenmektedir.

e ikinci dereceden polinom tipli bir biiyiime orani

o = (a1 +aP +azP?)P = f(P)P (3)
Burada a; < 0, a, > 0 ve a3 < 0 dir. Biiyiime katsayisi
a(P) = a1+ aP +asP?
= m(P—w)(P—az), 0<wa <a
olacak sekilde bir pozitif maksimum biiyiime orani mevcuttur. Uc y""“
denge noktasi P, = 0, a1, ay dir.
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dP/dt yi P nin fonksiyonu olarak cizersek P eksenini 0 ve a1 ve ap de
kesen bir kiibik egri elde ederiz. Oklar ¢6ziimiin zamanla nasil degistigini
gostermektedir
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D) o3& 1(P— )P~ )P

— By

= a3[(P—a1)(P — a2) + (P — )P+ (P — a2) ]

olup, %‘P 0=LZ30610(2<0V€ %‘P =LZ3(0(2—061)1X2<0
= =y

oldugundan P, = 0 ve a, denge noktalar (asimptotik) kararhdir.

df (P)

dP ‘ P=ua;
kararsizdir.

= a3(ay — ap)ay > 0 oldugundan P, = w; denge noktasi




N I Uy Allecetkist
PROJE 1: HUCRE BUYUMESI
Eger, biiyiime sirasinda hiicrenin sekil ve yogunlugu degismiyorsa, hiicre
biiyiimesinin ilk evrelerinde, hiicrenin w(t) agirhgina bagh bir model
gelistirebiliriz:
d
TV: = (c—aw) w?/3

= c(1—w/K)w?3, (K= g)
PROJE 2: URUN TOPLAMA
Bir balik ciftliginiz oldugunu varsayalim. Baliklarin

dP
E:(r—SP)P

lojistik modeline goére iiredigini varsayahm. Eger ciftlikten yilhk H adet
yetiskin balik aliyorsaniz bu durumda modeli

dP
— =(r—sP)P—H Sty
dt [ @)j»\
: o R K=
seklinde yenileyebiliriz. Bu modelleri analiz ediniz. .~ .~ - . ..



