0 KTarModeli
iki Tiir Modeli

P1 ve P niifuslu, iki tiirden olusan kiiciik bir ekosistem g6z dniine alalim.
Her bir tiiriin degisim oraninin sadece tiirlerin niifusuna bagimh oldugunu
kabul edelim. O halde, matematiksel modelimiz

% = g(P1, P2) (1)
% = f(P1,P) (2)

seklindedir.

Genel olarak bir tiiriin etkisi, diger tiiriin niifusunu artirmak veya azaltmak

seklindedir. Boylece iki tiir arasinda tg tip etkilesim olusur.
e +— (—+) av-avcr; Bir tiir digerinin niifusunu azaltiyor.
e ++ (ortaklik); Her iki tiir birbirinin niifusunu artiryor.
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e —— (yanisma);Her iki tiir de ayni yiyecek kaynagini kullaniyor. @
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Iki tiir igin verilen (1)-(2) modelinde, eger hic bir tiiriin dis gocii yoksa bu
durumda
g(0,P,) =0ve f(P1,0) =0

olur. (1)-(2) sisteminin faz diizlem denklemi,

dP, _ f(P1, P,)

P, ~ g(P Py) ¥

iki-niifus ekosisteminin fazlari olarak adlandirilir. Bu denklemin céziimii
nifuslarin yoriingelerini verir.
g(P1, Py) ve f(Py1, Py) zamana acik olarak bagli olmadiklarindan, verilen
model otonomdur. Niifuslarin etkilesimini calismak icin ya (1)-(2) sistemini
ya da (3) denklemini analiz etmek gerekir. Cogu zaman her ikisinin de agik
bir ¢oziimiinii bulmak miimkiin degildir.
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iki Tiir Modeli - Kararhlik

Denge niifusu-her iki niifusun da zamanla degismedigi niifus.
(dogum sayisi=6liim sayisi)
(P1e, P2e) bir denge niifusu ise

f(P1e1P2e) =0 (4)

g(P1e, P2e) =0 (5)
demektir. Denge durumunda, dP,/dP; belirsizdir. Boylece, (Pie, Pae)
noktasi faz diizlem denkleminin bir aykiri (tekil) noktasidir.

@ Denge noktasi (niifusu) kararlh midir?

@ Eger her iki niifus da denge niifuslarina yakin ise, zaman icinde ne

olur?
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Kararllhk analizi: 0 < [e| < 1 igin

Pl(t) = P13+8P11(t)
PQ(t) = P29+8P21(t)

yi (1)-(2) sisteminde yerlerine yazip, Taylor aciliminda e? li terimleri
atarsak

dP11(t)  0g(Pre, P2e) 9g(P1e, P2e)
i~ am ulT T Pal (6)
dP2]_(t) - 8f(Ple, P2e) af(Ple, Pge)
e A T O
[m] = = =




(6)-(7) sistemi birinci basamaktan bir lineer denklem sistemidir ve ¢dziimii
denge noktasi komsulugunda tiirlerin davranisini verir. Bu denklem
sistemini matris formunda

dP
P
dt J

seklinde de yazabiliriz. Burada J

3g(P1e,P2e) 3g(P1e,P2e)
JPy oP;

J =
af_('Dle.P2e) af(PleyP2e)
P P>

olup, sistemin Jakobiyen matrisidir.
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Sistem (6)-(7) daha basit bir gésterimle

d
= = ax+by (8)
d
d_}t/ = o +dy (9)

veya matris formda

(§)-%-=-[23]C)

seklinde yazilabilir. Burada, a, b, ¢, d sabitler x ve y de denge noktasindan
sapma olarak alinabilir.
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¢ = 0 ise (9) denklemi ¢oziilebilir olup, ¢éziimii
y(t) = kie?t, (ki sabit)

ve

k
koett 4 db—la et d+4a

x(t) = (ko sabit)
koe®t + kibte"t, d =a




c # 0 ise, (9) denkleminde tiirev alarak,

d2y

d
W—(a—kd)d—{—l—(ad—bc)y:O (10)

sabit katsayili denklemi elde edilir ki karakteristik denklemi
r*—(a+d)r+ (ad — bc) =0

veya
r? —iz(J)r+det(J) =0

dX
olup, dikkat edilirse bu denklem — = JX sisteminde J matrisinin
karakteristik denklemidir. Kokleri ise

. a+d=+/(a+d)2—4(ad — bc)
12 =
’ 2

olup J nin 6zdegerlerini verir.
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Durum 1. r; ve r; reel ve r; # 1.
(10) denkleminin genel ¢oziimii

y(t) = kse"" + kye™*, (ks, ky isteksel sabitler) (11)
olup, (9) esitliginden,

ks(rn — d ke(rr — d
x(t) = _3(r1C Jent 4 —4(r2c ) et (12)

elde edilir. O halde (11) ve (12), t — oo igin

(0, 0), (rl, r < 0)
(x(t),y()) — { xy—de bir nokta, (bir kek < 0, diger kek = 0)




Durum 2. n = n.

y(t) = kse"' + kyte™', (ks, kq isteksel sabitler) (13)

(14)

X(t) _ k3(r1 — d) ot n k4(1 +nt— dt) ot
c c
elde edilir. Boylece, t — oo icin

(x(t),y(t)) — { gg,(?a)'bir(nrclnkfa,o) (n=0)

olur.




Durum 3. Kompleks eslenik kokler: ri = a +ip, n =a —ip.

y(t) = kse"* cos Bt + kye** sin Bt (15)
x(t) = k3jM (a cos Bt — Bsin Bt — d cos Bt)
+k4e’” (asin Bt + B cos Bt — d'sin Bt) (16)

bulunur. t — oo igin

(x(t),y(t)) — (0,0), (« <0)

elde edilir.




Iki Tiir Modeli  Kararlilik

Yukaridaki durumlari géz 6niine alarak asagidaki sonuclari elde ederiz:

Bir denge ¢oziimii,

(i) kararhdir eger her iki kokiin reel kisimlari negatif ise,

(i) etkisiz kararhidir (yani ¢6ziim t — oo icin bir denge
noktasina yaklasmaz), eger her iki kok sifir degilse, ve bir
kokiin reel kismi sifir ve digeri kiiciik veya esit sifir ise
(Durum 1 ve 3),

(iii) cebirsel kararsizdir (yani ¢6ziim t nin bir cebirsel kuvveti ile
biiyiir) eger her iki kok de sifir ise (Durum 2, dengenin etkisiz
kararli oldugu 2 = b = ¢ = d = 0 harig),

(iv) kararsizdir eger bir kokiin reel kismi pozitif ise.
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Bu veriler 1siginda asagidaki tabloyu olusturabiliriz:

L a+d+/(a+d)?—4(ad — bc)

2

ifadesinde p =a +d, g = ad — bc, /\ = p?> — 4q olsun.

| DURUM | KOKLER | KARARLILIK |
. A>0 Reel ve farkli
A.lg>0 ayni isaret
(a) p> 0 | her ikisi de + | Kararsiz
(b) p < 0| her ikisi de — | Kararli
B. ¢g=0 bir kok sifir
(a) p >0 | diger kdk + | Kararsiz
(b) p < 0| diger kok — | Etkisiz kararli
C.lg<o0 zit isaretler Kararsiz
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. | A=0 Reel ve esit
A |p>0 her ikisi de + Kararsiz
B.|p=0
| (a) en az bir
a,b,c,d # 0 | her ikisi de sifir | Cebirsel kararsiz
(b) a,b,c,d =0 | her ikisi de sifir | Etkisiz kararl
C|lp<oO her ikisi de — Kararli
[l | A <0 Karmasik eslenik
A | p>0 reel kissm + Kararsiz
B.| p= reel kisim sifir Etkisiz kararh
Clp<oO reel kisim — Kararh
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Iki Tiir Modeli  Kararlilik

Eger a, b, ¢, d dlciimlerinde kiiciik hatalar var ise ve bunlar p, g, A
hesaplamalarinda da kiiciik hatalar doguruyorsa, bu durumda yukaridaki
durumlar degisimle karsi karsiya kalir. Olciimlerdeki kiiciik hatalarin
degisime yol agmadigi durumlara temel durumlar denir. Buna gére, I(A),
[(C), NI(A) ve II(C) durumlari temel durumlardir. Diger durumlar ise simir
durumlan olarak adlandirilir. Esit isareti iceren herhangi bir durum sinir
durumudur.

Temel durumlarda lineer sistemin davranisi (en azindan denge ¢oziimii
komsulugunda) lineer olmayan sisteme duyarli bir yaklasimdir. Dahasi,

lineer olmayan bir sistem icin bir sinir denge niifusunun kararlihgi, onun
lineerlestirilmisi ile aymidir (I1I(B): A < 0, p = 0 durumu hari¢ ki bu sinir
durumu, kararlilik bolgesini kararsizlik bélgesinden ayirir).  Tiim siir
durumlari icin faz diizlem analizi ile birlikte bu sinir durumunun
kararliliginda; denge noktasinin yakin komsulugunda duyarli bir yaklasim
elde etmek icin lineerlestirme isleminde g6z ardi edilen bazi lineer olmayan
terimler gerekli olabilir. Bunun icin genellikle Taylor serisindeki ikinci g5,
derece terimleri eklemek yeterlidir. N
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