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iki Tiir Modeli — Faz Diizlemi

(8)-(9) sisteminin faz diizlem denklemi

Q_ cx + dy

= 17
dx  ax—+ by (17)

olup, zamana acik olarak bagh degildir. Bir yériinge boyunca niifusun
nasil degistigini belirlemek icin, zamana bagl denklemde degisim y6niinii
gosteren ok isaretleri kullanacagiz. Faz diizlem denklemi kendi basina
kararlihg veya kararsizhg belirleyemez. t zamanini —t ile degistirmek bir
kararli denge noktasini kararsiz bir denge noktasina doniistiirebilir fakat faz
diizlem denklemi ayni kalir. Ornegin coziimdeki e ' tipi bir terim e’ ye
doniisiir fakat faz diizlem denklemi degismez. Kararliligin belirlenmesinde
zamana bagli denklemin kullanilmasi zorunlulugunu géstermek icin
asagidaki ornek yeterli olacaktir.
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Asagidaki iki sistemi g&z 6niine alalim.
dx dy
— = X, — = -
dt Y

dx dy
{a =T g

dt

(18)
=2y ;  x(0) =xo, y(0) =yo}- (19)
Ik sistemin ¢oziimii {x = xgef, y = ype'}, ve ikinci sistemin ¢oziimii ise

{x=x0e 2", y = ype 2"} dir. Boylece (18) sistemi kararsiz, ve (19)
sistemi kararlidir. Fakat her iki sistemin faz diizlem denklemleri ayni olup,

dy _
dir.

_Y
dx x
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Eger a, b, ¢, d sabitlerinin hepsinin birden isaretlerini degistirirsek, faz
diizlem denklemi degismez kalir. p=a+d, g =ad — bc ve

A\ = p? — 4q oldugundan, bu durumda sadece p nin isareti degisir.
Boylece, eger faz diizlem denklemini g6z &niine alirsak, p > 0 ve p < 0
durumlarini ayr ayri incelemek gerekmez. Ters dogrultudaki hareketi
gosteren oklar kullanmak yeterli olur. Simdi asagidaki temel durumlarn g6z
ontine alalim:

[(A): A >0, g>01(C): A >0 g<0;llI(A): A <0, p>0; I(C) :
A < 0, p < 0. Yukaridaki agiklamalara gore son iki durum A < 0, p #0
durumu olarak disiiniilebilir.

L

gf;

u]
&)

I

il
it
O (
0
i)



N N Ul Foz Dizlemi
I(A) : A >0, g > 0 durumu.
Kokler farkli ve reeldir. p > 0 iken kokler pozitiftir. p < 0 iken kokler
negatiftir. Genelligi bozmaksizin ¢ # 0 kabul edelim.

k —d k —d
X(t) _ 3([’1 )erlt + 4([’2 )ergt (20)
c c
y(t) = ket + kge! (21)
dir. n >r (n>n >0veya0>r, > r) olsun. Basit yoriingeler
k3 = 0 ise J
n—- r _
x(t) =k c et | _ x_n d (22)
y(t) = kge™t y ¢
ks = 0 ise,
L n—d —d
x(t) = kgTel _.X_n
y(t) = kzet y ¢

olur. -
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Kararsiz // Kararli

Sekil: Her iki egim de pozitif kabul edilmistir.

Zamana bagh coziimler gostermektedir ki bu yoriingeler ya orjinden
uzaklasmaktadir (kararsiz durum, her iki kok de pozitif), ya da orjine dogru
yaklasmaktadir (kararli durum, her iki kok de negatif). s
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Diger yoriingeleri ¢izmek i¢in x(t) ve y(t) nin t — 400 iken asimptotik
davranisini inceleyelim: r» > r; oldugundan

X — ky . derﬂ — { oo her iki kok pozitif

t — oo iken ¢ 0 negatif

+oo ..., pozitif
nt
y — kge — { 0 her iki kok negatif
_d .
x = kgl Zent { O per iki kok Po=tf
c +o0 negatif

t — —oo iken
nt

K pozitif

0 I
y — kse — { Teo her iki ko negatif

u]
&)
1l
{1
thit




Boylece x ve y sonsuza giderken yoriingeler de

rg—d
=4 ,, C g heriki kok

pozitif

X
y negatif

C

dogrusal yoriingelerinden birine paralel hareket ederler. Yoriingeler orjine
yaklasirken, dogrusal yoriingelere teget olarak yaklasirlar:

rn — d
X c .., negatif
y — n<d her iki kok pozitif
c
(=] = = =




Bazi tipik yoriingeler Sekilde verilmistir.

¥

Sekil: Nod: Tipik yoriingeler.

Bu tiir durumdaki denge noktasina, yoriingeler sifira gidiyorsa bir karar

nod; yoriingeler sifirdan uzaklasiyorsa, bir kararsiz nod denir.
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I(C) : A >0, g <0 durumu.
Kokler zit isarettedir. ¢ # 0 ise

X(t) — Meﬁt + k4(r2c_ d) er2t

Y(t) = ket + kye™

rn <0< rmolsun. k3 =0 ise

X(t)=k4r2:der2t :izm_d
y(t) — k4er2t y 9
ka = 0 icin
X(t):k3r1:dent :i:rl_d
y(t) — k3er1t y (9
(=] = = =




Y (k, = 0.k, > 0)
(e =0,k >0)
o
= x
g n—d
i e 5y
ry—d
X
(e =0,k <0)
(k, = 0.k, <0)

Sekil: Bazi 6nemli yoriingeler.
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~ [lkiTurModeli FazDazlemi
Diger yoriingeler (ks # 0 ve ks #0) 1 <0 < ry igin

FQ—CI' r1—d

erlt

t — oo iken { x — ka

e t — —oo iken x = ks
y — k4er2t

y — ksentt

24

(g = 0.4 >0}
e, =0,k =0}
= c x
i h i
= = x
& r—d
x
by, ky =0
(g =04 <0)
=0l
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Sekil: Bir semer noktasi komsulugunda yériingeler

Bu tip bir denge noktasi bir semer noktasi olarak adlandirilir.
noktadan uzaklasmaktadirlar

Bu b|r

=

kararsiz denge noktasidir, ciinkii bu nokta komsulugundakl ¢cogu yorun }/
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Iki Tiir Modeli  Faz Diizlemi

Faz diizlem denklemini hemen ¢izmek icin en 6nemli egriler dogrusal
yoriingelerdir ki bunlar denge noktasini kesen tek yo6riingeler olup, bu
tiirden tiim dogrusal yoriingeleri belirlemek icin kolay bir yol, faz diizlem
denkleminde y = mx déniisiimii yapmaktir. Bdylece,

dy ox+dy c+dm

m= dx ax-+by a-+bm

veya bm? + (a — d)m — ¢ = 0 olup, buradan

_ —d)2
m:d aj:\/(;zb d)? 4+ 4bc (24)

elde edilir ki bunun y/x = ¢/(r — d) ye denk oldugu gosterilebilir.
Bagimsiz degisken t ye gore, lizerinde ¢éziimiin egiminin sabit oldugu bir
egriye bir esybnlii denir. Dogrusal yoriingeleri ve basit esyonliileri ( ki
bunlar iizerinde dy/dx = 0 ve dy/dx = oo dur) bilmek, drnegin bir sen}gﬁ%
noktali faz diizlem denklemini kolayca ¢izmemizi miimkiin kilar.
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N N Ul Foz Dizlemi
{% =x-—y, % = —2x — 2y} sistemini g6z 6niine alalim.
p=a+d=—-1qg=ad —bc=—4, A\ =p?>—4q =17 olup, /A > 0 ve
g < 0 oldugundan semer noktasi vardir. Faz diizlem denklemi

dy _ —2(x+y)
dx  x—y
oldugundan esyonliiler: x — y = 0 ve x + y = 0 dogrulandir

x+w=0 Y ﬂé x—y=10

= *

Sekil: Esyonliiler (oklar zamana bagli denklemden alinmistir).
AR 907
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y = mx dogrusal yoriingelerinin egimleri (24) den

—3:|:\/
= 3.56 veya — 0.56

olup, basit y6riingeler y = 3.56x ve y = —0.56x dir. Boylece, asagidaki
grafigi cizebiliriz.

Sekil: Bir semer noktasi komsulugunda yériingeler (ba5|t esyonluler ve dogrusm@
Sriingeler temel alinmistir). & DC




