Il (A) ve (C) : A <0, p# 0 durumu.
Kokler karmasik esleniktir. p > 0 ise reel kisim pozitif, p < 0 ise reel
kisim negatiftir. 6 = arctan(y/x) oldugundan,

U S N T
dt 14 (y/x)?dt \x x2 +y2 x2
x(ex + dy) — y(ax + by)

X2 _|_y2
ve diizenlenirse,
df o+ (d—a)xy — by?
dt x2 + y?

elde edilir.




df/dt # 0 dir; aksi halde cx? + (d — a)xy — by? = 0 olup, buradan

x a—d+./(d—a)?+4bc
N 2c

y

bulunur. Kokler karmasik oldugundan,

A = (a+d)?> —4(ad — bc) = a®> —2ad + d*> + 4bc = (a — d)? +4bc < 0
dir. Bu ise x ve y nin reel olmasi ile celisir. O halde ya df/dt > 0 veya
df/dt < 0 olmalidir. d6/dt nin hep ayni isarete sahip olmasi, 6(t) nin ya
hep azalmasi ya da hep artmasi demektir. Bu durumda, ¢6ziim ya
orjinden disa dogru ya da orjine dogru bir spiral cizer.

/A < 0 oldugundan b ve c zit isaretlere sahiptir. 6 nin artmasini veya
azalmasini bilmemiz, yoriingeleri cizmemiz igin yeterli degildir. Faz diizlem
yoriingelerini cizmek icin cx + dy = 0 ve ax 4 by = 0 basit esyonliilerini

kullanabiliriz.
T
(=] = = = = a



_ >y _
{dt = ax + by, g bx+ay}

sistemini géz 6niine alalm. p = 2a, g = a® + b?, /A = —4b> < 0 olur.
Boylece, iki duruma sahibiz:

a > 0icin III(A) kararsiz durumu,
a < 0icin INI(C) kararli durumu.

(25) denkleminden
o —b(x>+y?)

G- ey~ (26)

olup, boylece eger b < 0 ise 0(t) artan, ve eger b > 0 ise 0(t) azalandir.

[m] = = =
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r = ke
elde edilir.

dy  —bx+ay
dx  ax+ by

faz diizlem denklemini g6z 6niine alalim. Denklem homogen bir denklem
olup, y/x = v doniisiimii yapilirsa,

4 t
—arctan v
b

= —lIn [x(1+v2)1/2]+c
= —%9—C2|n(X2—|—y2)1/2

= +y2)1/2 — o i0—c
veya

a
EG

k>0

(27)

v
=] (=)
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a # 0 icin (27) denklemi listel spiral olarak adlandirilir. Eger a = 0 ise
r = k cemberi elde edilir. Bu durumda karakteristik kékler £ib olup, x ve
v, dairesel b frekansli, zamana gére basit harmonik hareketi temsil eder.
Eger a/b < 0 ise, 0 artarken r de artar.

Sekil: Sol yénlii spiral.
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Eger a/b > 0 ise, 0 artarken r azalr.

¥

N

Sekil: Sag yonlii spiral.




Zamana bagli denklemi coziimiin gecici hesabi icin kullanabiliriz. Ornegin,
x = 0 da dx/dt = by dir. Boylece, x = 0 da by < 0 ise x azalir ve
by > 0 ise x artar.

A2 7N

NTARN: /A

fa) . Kavarses spival {bi . Karart spival

=28~
==

il
b

Sekil: Spiral yoriinge.




Iki Tiir Modeli  Faz Diizlemi

Bu ve 6nceki kesimi asagidaki gibi 6zetleyebiliriz:

@ Eger Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri (karakteristik denkleminin

kokleri) negatif ise veya negatif reel kisima sahipse bu durumda (0, 0)

noktasi asimptotik kararhdir (lim; .. (x(t),y(t) = (0,0)).
@ Eger, Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri pozitif degilse veya pozitif

olmayan reel kisima sahipse bu durumda (0, 0) noktasi kararhdir.

@ Eger, Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri pozitif ise veya pozitif reel
kisima sahipse bu durumda (0, 0) noktasi kararsizdir.

Boylece
—(a+d)r+ (ad — bc) = r? —iz(J)r +det(J) =0

karakteristik denklemine Routh-Hurwitz kriterini (6zdegerler karmasik
diizlemin sol yaninda kalirlar ancak ve ancak karakteristik denklemin
katsayilari pozitiftir) uygulayarak kararliligi belirleyebiliriz:
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@ (0,0) noktasi asimptotik kararlidir ancak ve ancak iz(J) < 0 ve
det(J) > 0.

@ (0,0) noktasi kararlidir ancak ve ancak iz(J) < 0 ve det(J) > 0.
@ (0,0) noktasi kararsizdir ancak ve ancak iz(J) > 0 ve det(J) < 0.
Ayrica; (0,0) noktasi
@ diigiimdiir, eger ri, r» reel ve ayni isarete sahipse (r < rn <0
(diizgiin) veya 0 < r; < r» (diizgiin olmayan),
@ semerdir, eger 1, ) reel ve zit isarete sahipse ( 1 < 0),
O spiraldir, eger r1, rn karmasik ve reel kisim sifirdan farkl ise,

@ merkezdir, eger ri, r» karmasik ve reel kisim sifir ise.

[m] = = =
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Sekil bu ve 6nceki kesimi 6zetlemektedir.

®

pi=dg

Etkisiz kararl 6} i

=
Kararl E Karafsiz
=
nad 52 nod
{.chiy i) =
)
Etliziz kararl
Siur duriou
P
dx v
/ (/' o — {E—ax+by, E—cx+dy}

‘/) g =ad —be

2
Semer noktast L=p -dg




et .
| Iki Tiir Modeli - Orbitler

Simdi
dx
g—§ =g(x,y) (28)
dr f(x.y)

otonom sistemini géz oniine alalim. Burada f, g € C1(D) ve D de xy—
diizleminde bir bélgedir. (28) sistemi her zaman bir ¢6ziime sahiptir.
(x0, ¥0) € D olmak iizere, t = t; da

x(tg) = x0, y(to) = o (29)

baslangi¢ kosulu ile verilen (28)-(29) baslangi¢c deger probleminin t = t
noktasini iceren bir aralikta tek bir ¢oziimii vardir. ((28) sisteminin

¢oziimii olan ve {x = x(t), y = y(t)} parametrik denklemiyle verilen &=
egriye bir orbit (y6riinge) denir. =

o 9 z = = 9ac




Eger {x = x(t),y = y(t)}, (28) sisteminin bir ¢6ziimii ise, bu durumda
herhangi bir c sabiti icin

{a(t) =x(t+c), n(t) =y(t+o)}

fonksiyonlari da (28) sisteminin bir ¢éziimiidiir.

Bu teorem, orbitin baslangic zamanindan bagimsiz oldugunu sdylemektedir.
Bir sistemin ¢éziimii ile bir orbit arasindaki temel farki not etmekte yarar
vardir:  Bir orbit, parametrik olarak birden fazla ¢éziimle temsil edilebilen
bir egridir. Ornegin, {x(t), y(t)} ve {x(t+c),y(t+ c)} ciftleri farkl
coziimleri temsil ederler, fakat parametrik olarak ayni egriyi gosterirler.

Yani her iki c6ziimiin de orbiti aynidir.
¢ y /@

=] =) = = £ DA



x_ o d_
a7V dr

{x(t) =cost, y(t) =sint }

sistemi icin

ve
s , T
{x(t) = cos(t + ), y(t) =sin(t + §)}
ciftlerinin farkh iki ¢6ziim olduklari agiktir. Fakat her ikisi de ayni
X2y =1

orbitinin parametrik denklemidirler.




Veerilen bir (xy, yo) noktasindan gecen en fazla bir orbit vardir.

G {x(t), n(t)} ve G:{x(t), y2(t)} (x0,y0) noktasindan gegen
farkli iki orbit olsun. Céziimiin tekliginden dolayi bu iki orbit (xo, yo)
noktasindan iki farkli t; ve t, zamaninda gecmelidir. Yani,

(xa(t1), y1(t1) = (x0, to) = (x2(t2), y2(t2)) olmalidir. Onceki teoremden,

x(t) =x(t+(t— 1)), y(t) =y(t+(t—t))} (30)

de (28) sisteminin bir ¢6ziimiidiir.

x(ty) = x1(t1) = xo, y(t2) = y1(t1) = yo oldugundan, teklik nedeniyle
x(t) = x2(t), y(t) = yo(t) dir. Diger taraftan (30), {x1(t), y1(t)} ile
verilen orbitin yeniden parametrizasyonundan baska bir sey degildir. O
halde C; = G olmalidir.




(28) sisteminin bir (xc, yc) kritik (denge) noktasinda
g(xc,ye) = 0= f(xc, yc) olup,

d d

d—:=0:d—);<:)x:sabit,y:sabit
oldugundan kritik noktadan gecen bir y6riinge sadece bu noktayi icerir.
Kritik olmayan bir noktaya bir diizgiin (regiiler) nokta denir. Bir diizgiin
noktadan baslayan bir yoriinge; tiirevlerden en az biri sifirdan farkli
olacagindan, bu noktadan uzaklasir.
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