| Av—Avci Modeli |

@ Ayni cevreyi paylasan iki veya daha ¢ok biyolojik niifus arasindaki
etkilesim: av—avai

@ Avcilar avlan yiyerek karnini doyurur. Avlar ise cevrede mevcut
bulunan daha baska yiyeceklerle karnini doyurur:

@ Vasak - tavsan: tavsanlar ormanda belirli bitkileri yerken, vasaklar
tavsanlari yer.

@ ilk deneysel calisma Kanada'da Hudson Bay firmasinin vasak ve
tavsan niifusunu incelemesi:

e Firma, vasak ve tavsan niifusunu dlgmek icin tuzak kurarak, tuzaga
yakalananlarin yillik sayilarini kaydetmistir. Veriler, ilgin¢ bir sekilde,

niifusta bir periyodik degisimin oldugunu gostermistir. o
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Tawvgan ve kedi niifusu,
uzun-dinem dingiisii
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Sekil: Kanada'da vahsi kedi ve tavsan niifuslarinda gézlemlenen salinimlar.
(Veriler E.P. Odum’un Fundamentals of Ecology, 1953 kitabindan alinmistir)
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Av-Avci Modeli

Klasik av—avci matematiksel modeli, italyan Matematikgci Vito Volterra
(1860 — 1940) tarafindan gelistirilmistir (1920 li yillarda, Adriyatik
Denizinde, képek bahgi ve yedikleri balik niifusunda goézlenen dongiisel
degisimlerin analizi).

Turler arasindaki iliskiyi goz ardi edelim.

F = belli bir balik tiiriiniin sayisi,
S = kopekbaligi sayisi

Bolgeyi disa go¢ olmayacak, veya gé¢c 6nemsiz olacak, sekilde sinirh kabul
edelim. Baliklar plankton yediklerinden, képekbaliklarini gozardi ederek,
baliklarin niifus artis oranini sabit kabul edebiliriz. Bdylece,
dfF
s
olur. Eger, niifus yeterince biiyiik bir noktaya gelirse, lojistik biiyiime
modeli

aF

dF

—— =aF — bF?

at " ’
(tasima kapasitesi a/b) 6nerilebilir.
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Kopekbaliklarinin biiytime oraninin yemleri olan baliklarin sayisi ile orantili
arttigini kabul edelim. Yani,
1dS
Sdt
olsun. Boylece baliklarin cogalma orani, képekbaliklarinin niifusu ile
orantili olur. Yani,

= —k+AF

1 dF
—— =a—bF—cS
Fdt " c
dir. Boylece av-aval tiirleri igin, 1920 li yillarda birbirlerinden bagimsiz

olarak Lotka ve Volterra’ nin galistigi,
dF

— = (a— bF —cS)F 1
= (a—bF —c5) 1)
© — (ktaP)s, 2)
Lotka-Volterra sistemini elde ederiz. Burada, a, b, ¢, kve A pozitif@ﬁ
sabitlerdir. o = - E : 9ac



el
Sonsuz plankton kaynagi oldugu varsayilirsa, b = 0 olur. Bu model tek
av-avcl modeli degildir fakat en basit olanlardan biridir. $Simdi, (1)
denkleminde b = 0 kabul edelim. Boylece,

dF

— =(a—cS)F 3
= (0 cs) 3)
olur. Buradan,
>a/c yok olmasi
S nin =a/c olmasi, balik niifusunun degismemesi demektir.
<a/c artmasi
Benzer sekilde, (2) denkleminden
> k/A artmasi
F nin = k/A olmasi, kdpekbaligi niifusunun degismemesi demeltir.
< k/A yok olmasi {,{_ﬁ/
=] = = = = ‘)1&@



Av-Avci Modeli

Baslangicta ¢ok az sayida kdpekbaligi oldugunu varsayalim. (3)
denklemine gore balik sayisi artar. Balik sayisi artarken (2) denkleminden
kopekbaligi sayisi artar. Kopekbaligi sayisi yeterince biyiik olursa,
baliklarin biiyiime orani negatif olur. Bu durumda balik sayisi azalir ve bu
dongii devam eder.

Genel olarak (2)-(3) sisteminin t ye gore elemanter fonksiyonlar cinsinden
elde edilebilen acik bir ¢éziimii yoktur. O halde

dF  F(a—cS)
dS ~ S(AF —k) )

faz diizlem denklemini gz oniine alalim. Oncelikle, F ve S nin her ikisinin
de pozitif olmasi gerektiginden, (2)-(3) sisteminin negatif niifus
gosteremeyecegini gercekleyelim. Dikkat edilirse £ = 0 = S ¢6ziim oldugu
gibi, ayni zamanda basit esyonliilerdir. Dahasi, F =0, dF /dS = 0 a ve

S =0da dF/dS = o a karsihk gelir. Boylece, F ve S pozitif ise, asla
negatif olamaz, ciinkii bunun icin ya F ya da S eksenini kesmek zorundagdir,,
ve bu da olanaksizdir. Diger basit esyonliiler sirasi ile dF /dS = 0 ve *
dF /dS = oo a karsilik gelen S = a/c ve F = k/A dogrulandir.

Nuri OZALP (Ankara Universitesi) ——MATEMATIKSEL BIYOLOJI — Niifus Dinamigi ve Kararlilik 8 /47




il A

Ry
Sekil: Bir av-avci modeli icin basit esyonliiler.

Faz diizlem denkleminin iki olasi aykiri noktasi vardir:

a
Ty T )
F=0 $=0. e
Bunlar zamana bagli modelin denge noktasina karsilik gelirler. |Ie

verilen sifir niifusu bizim icin ilgi ¢ekici degildir. .. 5 - = - ~.a




Av-Avci Modeli

Simdi, (S =a/c, F = k/A) noktasinin bir kararli denge niifusu oldugunu
gosterelim.

(4) denkleminin denge noktasi a, ¢, k ve A parametrelerinin hepsine birden
baglidir. Fakat sadece k/A ve a/c oranlar belirgin bir dneme sahiptir.
Simdi, (4) modelini esydnliilerden dikkatlice inceleyelim: Eger baligin
sayica biiyiime orani a artarsa, baligin denge niifusu degismez kalir, ve
sadece kopekbaligi etkilenir. Artan sayidaki kopekbaliklari ise, balik
dogumlarinin artmasini engeller.

Eger kopekbaliginin 6liim orani k azalirsa, bu sadece kdpekbaliklarinin
denge niifusunu etkilemedigi gibi, daha garibi, avlarinin denge sayisi azalir.
Bunun anlami, daha zor olan képekbaligi niifusunu dengelemek icin daha
az balik gereklidir.

Kopekbaliginin, balik dldiirme yetenegine karsilik gelen ¢ degerinin artmasi,
kopekbaliklarinda azalmaya yol acar. Képekbaliklari icin daha fazla besin
anlamina gelen A degerini artirmak, kdpekbaliklarinin artmasina yol actig
gibi, balik sayisinin da azalmasina yol acar; yani avcinin yeterliligini g
artirmak avin denge sayisinin azalmasi demektir.
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Sekil: Av-avci modelinin niteliksel davranisi.

dF /dS = 0 veya dF /dS = oo a karsilik gelen esyénliiler olduk¢a
kullanishdir. Ciinkii bunlar tiiriin azaldig veya arttigi bolgeleri birbirinde;
ayinrlar. g




Genel olarak faz diizlem denklemi saat dogrultusunda bir yapi gosterir. En
az ug tir olasi yoriinge vardir.

Sekil: Olasi yoriingeler.

@

Sekil: Yériingeler O «@» <> <=
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Balik ve koépekbaliklari niifusu bir salinim sonrasinda kendi denge noktalarina
yaklasmalarina ragmen, bir ¢éziim egrisi parcasi ice dogru spiral ciziyor; belli bir
zamandan sonra balik ve képekbaliklarinin niifuslarinin artmasina ragmen, diger
bir ¢6ziim egrisi parcasi da disa dogru spiral ciziyor. Eger bu gecerli ise, bunlarin
arasinda bir ¢éziim egrisinin var olacagini umabiliriz sdyle ki; bu ¢éziim icin
niifuslar ayni degere dénerek, peryodik bir salinima neden olurlar. Bu duruma bir
limit déngii denir
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Sekil: Limit dongii.

N

u]
&)

I

il
it
O (
0
i)




(2)-(3) modelinde bir limit dongii olamayacagim gosterelim. Denge
noktasinda pertiirbasyon yontemi ile lineerlestirme yapilirsa,

k
F==1eF, S="1es
A c

(2)-(3) denklemlerinde yazilip lineer olmayan terimler yok edilirse

dFy

b ek
dt 3ol
s (7)
1 al\
DL _ap
dt <t
olup, F1(0) = Fio, S1(0) = Sy baslangi¢ kosullan altinda ¢oziimii
(Laplace doniisiimii ile)
_ c k :
Fi(t) = Fipcos Vakt — X\/;510 sinVakt
Si(t) = —%\@Fm sinvakt + S1g cos vakt ;@ﬁ’
=} = = = = ;)1&0




Fi(t) = Fip cos Vakt — %\/5510 sin Vakt

51(1‘) = _%\/EFIO sin Vakt + S1g cos Vakt

coziimleri balik ve kopekbaliklari sayilarinin, dairesel frekanslari Vak olmak
tizere, denge niifuslari etrafinda salinim yaptiklarini gosterir. Salinimin
peryodu T = 271/+/ak olup, sadece a ve k biiyiime oranlarina baglidir.
1/ T ise birim zamandaki titresim sayisini yani frekansi verir.

o 9 z = = 9ac




o AAEModel
(7) denklemlerinden
dF, ke S
dS, aAlFR
olup, bu denklem F;(0) = Fig, S1(0) = S10 baslangi¢ kosullar altinda

coziilerek

kc? kc?
F2+ =S = F}y + —S?
1 a)\z 1 10 ﬂ/\2 10

yoriingesi elde edilir ki bu bir elipstir. Bu durumdaki denge noktasina bir
merkez denir.
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Sekil: Av-avcl faz diizlem salinimi. - 5 -




Fi(t) ¢oziimiinii
Fi(t) = Asin(wt +a), w = Vak (8)

seklinde yazabiliriz. Burada genlik olarak adlandirilan A ve faz kaymasi
olarak adlandirilan a belirlenecek olan sabitlerdir.

Fi(t) = Asinwt cosa + Acoswtsina) = Fyg cos Vak t—X\/>Slosmv kt

oldugundan, Acosa = —%\/5510 ve Asinax = Fig ve buradan

kc?
AZ\/F120+W5120 (9)

olur. e

ve




