
NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

xn+1 = xn + xn−1

ikinci basamaktan sabit katsayılıbir fark denklemi olup, xn = λn

formunda bir çözüm arayarak, denklemin genel çözümünü bulabiliriz:
xn = λn yazarsak

λn−1(λ2 − λ− 1) = 0
olup, buradan

λ1 =
1+
√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
çözümlerini elde ederiz. Denklem (5) lineer olduğundan dolayı,

xn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2

genel çözüm olur.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Fibonacci dizisini x0 = 0 ile genişleterek, x0 = 0 ve x1 = 1 koşullarını
kullanırsak;

c1 + c2 = 0

c1λ1 + c2λ2 = 0

olup, buradan c1 = 1/
√
5 ve c2 = −1/

√
5 buluruz. Böylece

xn =
1√
5

[(
1+
√
5

2

)n
−
(
1−
√
5

2

)n]

elde ederiz.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Eğer

Φ =
1+
√
5

2
= 1.618... ve ϕ = −1−

√
5

2
= Φ− 1 = 0.618...

dersek, bu durumda λ1 = Φ, λ2 = −ϕ dir. Ayrıca Φ2 −Φ− 1 = 0
olduğundan Φ2 −Φ = 1 veya Φ− 1 = 1/Φ = ϕ olup

xn =
1√
5

[
Φn + (−1)n+1ϕn

]
=

1√
5

[
Φn + (−1)n+1Φ−n

]
=

1√
5

Φn [1+ (−1)n+1Φ−2n] (6)

bulunur. Buradan, n→ ∞ için xn → Φn/
√
5 ve xn+1/xn → Φ olduğu

görülmektedir.

Nuri ÖZALP (Ankara Üniversitesi) 7−→MATEMATİKSEL BİYOLOJİ 7−→
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Altın oran

Φ = 1+
√
5

2 = 1.618... sayısına altın oran denir. x > y olmak üzere, eğer

x + y
x

=
x
y

(7)

eşitliği sağlanıyorsa (yani iki sayının toplamının büyük sayıya oranı, büyük
sayının küçük sayıya oranına eşit ise) x ve y sayılarıaltın orana sahiptir
denir. (7) eşitliğinden

x + y
x

=
x
y

1+
y
x

=
x
y

1+
1
Φ

= Φ

olur. Φ sayısı, bazen, irrasyonel sayıların en irrasyoneli olarak da
adlandırılır.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Neden bu adlandırmanın yapıldı̆gınıanlamak için, sürekli kesirlerden oluşan
rasyonel sayılarla irrasyonel sayılara yaklaşım veren aşağıdaki algoritmayı
göz önüne alalım: ni ler pozitif tamsayılar olsunlar. Pozitif x irrasyonel
sayısına yaklaşım yapmak için aşağıdaki eşitsizlikleri gerçekleyen en büyük
ni leri seçelim:

x > a1 = n1
x < a2 = n1 + 1

n2
x > a3 = n1 + 1

n2+
1
n3

x < a4 = n1 + 1

n2+
1

n3 + 1
n4

...
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

ni leri hesaplayan basit bir algoritma mevcuttur. İlk olarak a1 = n1 sayısıx
in tamsayıkısmıdır. x − a1 kalanıhesaplanıp, bunun tersi olan 1/(x − a1)
alınabilir. Bu tersin tamsayıkısmın2 dir. Tekrar 1/(x − a1)− n2 kalanı
hesaplanıp, tersi alınabilir. Bu tersin tam kısmın3 dür. Bu algoritmayı
kullanarak π = 3.141592654... nin daha iyi ardı̧sık rasyonel yaklaşımlarını
bulabiliriz:

a lar kalan 1/kalan
a1 = 3 0.141592654 7. 062513285

a2 = 3+
1
7
= 22

7 0.062513285 15. 99659976

a3 = 3+
1

7+ 1
15

= 333
106 0.99659976 1. 003411841

a4 = 3+
1

7+
1

15+ 1
1

= 355
113

Böylece π sayısına {3, 22/7, 333/106, 355/113, ...} rasyonel yaklaşım
dizisi elde edilir.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Benzer şekilde ϕ = 1.61803399... sayısına bir rasyonel yaklaşım yapalım:

a lar kalan 1/kalan
a1 = 1 ϕ Φ

a2 = 1+ 1
1 ϕ Φ

Böylece

Φ = 1+
1

1+
1

1+
1
...

yani, tüm ni değerleri 1 olup, bu Φ ye yavaş bir yaklaşımdır. Bir başka
yaklaşım, Φ2 −Φ− 1 = 0 denkleminden Φ2 = 1+Φ ve buradan (Φ > 0
için) Φ =

√
1+Φ olup, Φ nin ardarda sol tarafta yazılmasıyla

Φ =

√
1+

√
1+
√
1+ ...

iterasyonlarından elde edilebilir.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Diğer bir yaklaşım formülü Φ2 −Φ− 1 = 0 dan Φ2 = 1+Φ ve buradan
(Φ 6= 0 için) Φ = 1+ 1/Φ olup Φ nin bu değerini tekrar tekrar sol tarafta
yerine yazarsak,

Φ = 1+ 1
Φ

Φ = 1+ 1
1+ 1

Φ

Φ = 1+ 1

1+
1

1+ 1
Φ

...

yaklaşımlarınıelde ederiz ki, tüm ni değerleri 1 dir. Bu ardı̧sık kesirlerden
Φ ye bir rasyonel yaklaşım dizisi olarak

{1, 2, 3/2, 5/3, 8/5, 13/8, ...}

elde edilir. Bu dizi ardı̧sık Fibonacci sayılarının oranlarıdan oluşmakta olup,
bu oranın Φ ye yaklaştı̆gınıgörmüştük.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Ayçiçeğinde Fibonacci sayıları

Altın oran, en irrasyonel sayıolarak, doğada beklenmedik yerlerde
beklenmedik şekilde karşımıza çıkmaktadır. Bunlardan biri ayçiçeği
çekirdeklerinin dizilişinde görülmektedir.
Fibonacci sayılarıayçekirdeği yerleşiminde neden görünmektedir? Bunu
yanıtlamak için, çekirdeklerin oluştuğu basit bir modeli göz önüne alalım.
Oluşum aşamasında çekirdeklerin ilk önce çiçeğin merkezine yakın çıktı̆gını
ve çiçek büyüdükçe, merkezden dı̧sa doğru (radyal olarak) sabit hızda
hareket ettiğini kabul edelim. Dairesel çiçek başınıdoldurmak için;
merkezde oluşan her yeni çekirdeğin, radyal olarak hareket etmeden önce
sabit bir açıda döndüğünü varsayalım. Ayrıca, oluşacak çiçek başının
düzgün yerleşmiş çekirdeklere sahip olmasıanlamında, dönme açısının
optimum olduğunu kabul edelim.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Dönüş açısını2πα ile gösterelim ve 0 < α < 1 kabul edelim. İlk önce,
n < m, ve n ve m ortak böleni olmayan iki doğal sayıolmak üzere, α nın
n/m şeklinde bir rasyonel sayıolma olasılı̆gınıgöz önüne alalım. m tane
dönmeden sonra çekirdekler başladıklarıçizgiye geleceklerinden dolayı,
oluşan çiçek başım tane doğru üzerinde dizilmiş olan çekirdekler
içerecektir. α = 3/5 olan bu tip bir çiçek başışekil (a) da görülmektedir.

Şekil: (a) α = 3/5 ve (b) α = π − 3 için ayçiçek başı
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Şimdi α nın bir irrasyonel sayıolma olasılı̆gınıgöz önüne alalım. Bu
durumda kaç dönme olursa olsun, çekirdekler başladıklarıdoğru üzerine
gelemezler. Bu durumda, oluşan çiçek başıdüzgün yerleşmiş çekirdeklere
sahip olmayabilir. Örneğin α = π − 3 ise, bu durumda oluşan çiçek başı
Şekil (b) deki gibi 7 tane saat yönünün aksi yönündeki spiralden oluşur. π
ye iyi bir rasyonel yaklaşımın, ondan biraz büyük olan 3+ 1/7 olduğunu
yukarıda görmüştük. Böylece, her yedinci dönmede, yeni çekirdek yedi
dönme önceki çekirdek tarafından çizilen radyal doğrunun hemen dı̧sına
düşer. Bu çekirdekler, büyüyen çiçek başıboyunca dı̧sa doğru hareket
ederken, her yedi dönmeden sonra saat yönünün aksi yönünde bir spiral
görüntüsü alırlar, ve Şekil (b) deki gibi, çiçek başının tamamıbu spirallerin
yedi tanesini içeriyor görünür.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Bir ayçiçeğinde en iyi yerleşimle ortaya çıkan irrasyonel sayımuhtemelen, 1/ϕ
dir. Ardı̧sık iki Fibonacci sayısının oranıörneğin 21/34 veya 34/55 dir. 34/55,
ϕ ye 21/34 den daha iyi bir yaklaşım olduğu için 55 saat yönü spirali
gözlemlemek, 34 aksi saat yönü spirali gözlemlemekten daha kolay olacaktır ki bu
da gerçekten tam olarak beklediğimiz şeydir.

Şekil: α = 21/34 için bir ayçiçek başının görüntüsü. 34 saat 21 aksi yönlü spiral.
Grafiğin MATLAB kodu Ek B dedir.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Yaşa-dayalınüfustaki tavşanlar

Fibobacci tavşanlarıyaşa-dayalıbir nüfus modeli olup, bunu kullanarak
daha genel bir yaklaşım yapabiliriz. Tavşanlarıyavru ve yetişkin olarak iki
sınıfa ayırabiliriz. Burada, yavrular henüz çiftleşemeyen yeni doğanları,
yetişkinler ise en az bir aylık tavşanlarıbelirtmektedir. İlk ayın başındaki
yeni doğmuş bir çift ile başlayarak, çiftleşen dişilerin doğurmalarının
ardından, takip eden her ayın başındaki nüfusu sayabiliriz. n-yinci ayın
başındaki yeni doğan tavşan çiftlerinin sayısınıx1,n ile ve en az bir aylık
olan çiftlerin sayısınıise x2,n ile gösterelim. Her bir yetişkin çift bir yavru
çift doğurduğundan, (n+ 1)-inci ayın başındaki yavru çift sayısın-yinci
aydaki yetişkin çift sayısına eşit olduğundan, ve (n+ 1)-inci ayın başındaki
yetişkin çift sayısın-yinci aydaki yetişkin ve yavru çift sayısına eşit
olduğundan dolayı,

x1,n+1 = x2,n
x2,n+1 = x1,n + x2,n

elde ederiz.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Matris formunda (
x1,n+1
x2,n+1

)
=

(
0 1
1 1

)(
x1,n
x2,n

)
(8)

veya vektör formunda
xn+1 = Lxn (9)

olur. Başlangıç koşulları, yetişkinin olmadı̆gıve sadece bir yavru çiftin
olduğu

x0 =
(
x1,1
x2,1

)
=

(
1
0

)
ile verilecektir.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

(9) sistemi, birinci basamaktan bir lineer fark denklem sistemi olup,
çözümü xn = λnv şeklinde ararsak, sistem

Lv = λv

özdeğer problemine dönüşür. ve genel çözümü, c1, c2 keyfi sabitler olmak
üzere

xn = c1λn1v1+c2λ
n
2v2 (10)

şeklindedir. Şimdi |λ1| > |λ2| kabul edersek

xn = λn1

(
c1v1+c2

(
λ1
λ2

)n
v2

)
şeklinde yazarsak, |λ2/λ1| < 1 olduğu için n→ ∞ için xn → c1λ

n
1v1 olur.

Yani nüfusun uzun süredeki asimptotik davranı̧sısadece λ1 özdeğerine ve
karşılık gelen v1 özvektörüne bağlıdır. Fibonacci tavşanlarıiçin özdeğer ve
özvektörleri bulalım:

det(L− λI ) = det

∣∣∣∣ −λ 1
1 1− λ

∣∣∣∣ = −λ(1− λ)− 1 = 0

veya λ2 − λ− 1 = 0 olup, burada λ1 = Φ ve λ2 = −ϕ bulunur.
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NÜFUS MODELLERİ Yaşa dayalımodel

Φ > ϕ olduğundan yaşa-dayalınüfusun uzun-süreli asimptotik davranı̧sını
Φ özdeğeri ve karşılık gelen özvektör belirler. Özvektörü belirlemek için

(L−ΦI )v1 = 0

veya denk olarak (
−Φ 1
1 1−Φ

)(
v11
v12

)
=

(
0
0

)
sistemini çözersek, ilk denklemden −Φv11 + v12 = 0 olup, v11 = 1 alırsak
v12 = Φv11 = Φ elde ederiz. (Φ2 −Φ− 1 = 0 olduğundan birinci
denklem ikincinin −Φ katıolup ikinci denklem sağlanmı̧s olur.) O halde

v1 =
(
1
Φ

)
olur. v1 den elde edilen asimptotik yaş-yapısıyetişkinlerin yavrulara
oranının altın orana yaklaştı̆gınıyani

lim
n→∞

x2,n
x1,n

= v12/v11 = Φ

olduğunu göstermektedir.
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