Xp+1 = Xp + Xp—1

ikinci basamaktan sabit katsayil bir fark denklemi olup, x, = A"
formunda bir ¢c6ziim arayarak, denklemin genel ¢éziimiinii bulabiliriz:
x, = A" yazarsak

ATE AT A —1)=0

olup, buradan

14++5 1-+5
;0 M=

coziimlerini elde ederiz. Denklem (5) lineer oldugundan dolays,

A=

Xp = Cl)L? + CQ)Lg

genel ¢dziim olur.




Fibonacci dizisini xg = 0 ile genisleterek, xp = 0 ve x; = 1 kosullarini
kullanirsak;

a+o =0
A+ oAy = 0

olup, buradan ¢; = 1/4/5 ve ¢ = —1//5 buluruz. Boylece

(=) ()]

1

X, =
G

elde ederiz.




1++5 1-+/5

=1.618... ve ¢ = — 5 =d-1=0.618...

dersek, bu durumda A; = @, A, = —¢ dir. Ayrica ®> — P —1 =0
oldugundan ®> —® =1veya® —1=1/P = ¢ olup

X, = % [CI)” + (_1)n+1(Pn]
— % [an + (_1)n+1q)—n]
— iq)n [1 + (_1)n+1q)—2n] (6)

V5

bulunur. Buradan, n — oo icin x, — ®"//5 ve x,.1/x, — ® oldugu
goriilmektedir.




o = %g = 1.618... sayisina altin oran denir. x > y olmak lizere, eger

X+y X

= ™
X y

esitligi saglaniyorsa (yani iki sayinin toplaminin biiyiik sayiya orani, biiyiik

sayinin kiiciik saylya oranina esit ise) x ve y sayilari altin orana sahiptir

denir. (7) esitliginden

X+y
X

1+2 =
X

1
14— =
+<I>

B < IX<IX

olur. @ sayisi, bazen, irrasyonel sayilarin en irrasyoneli olarak da o
2\
adlandinlir. =




Neden bu adlandirmanin yapildigini anlamak igin, siirekli kesirlerden olusan
rasyonel sayilarla irrasyonel sayilara yaklasim veren asagidaki algoritmayi
g6z 6niine alalim: n; ler pozitif tamsayilar olsunlar. Pozitif x irrasyonel
sayisina yaklasim yapmak i¢in asagidaki esitsizlikleri gercekleyen en biiyiik
n; leri secelim:

X>da =m
X<112:I'I1'|‘ni2
x>a3:n1+—11—
np+—
ns
x<a4:n1+—11—
mt— T
3+ o




NUFUS MODELLERI

Yasa dayali model

n; leri hesaplayan basit bir algoritma mevcuttur. ilk olarak a; = n; sayisi x
in tamsayi kismidir. x — a; kalani hesaplanip, bunun tersi olan 1/(x — a;)
alinabilir. Bu tersin tamsayi kismi ny dir. Tekrar 1/(x —ay) — np kalani
hesaplanip, tersi alinabilir. Bu tersin tam kismi n3 diir. Bu algoritmayi

kullanarak 71 = 3.141592654... nin daha iyi ardisik rasyonel yaklasimlarini

bulabiliriz:
a lar kalan 1/kalan
a; =3 0.141592654 | 7. 062513285
1
ap=3+-=2 0.062513285 | 15. 99659976
7 7
1
a3 =34 _——7 =33 0.99659976 | 1. 003411841
(+ 1=
7+ —
15+ 1

Boylece 7t sayisina {3, 22/7, 333/106, 355/113, ...} rasyonel yaklagim &

dizisi elde edilir.

Nuri OZALP (Ankara Universitesi)

——MATEMATIKSEL BIYOLOJI —

Biyoloji ve Biyokimya Modelleri

o
& s,

19
a1 /



UV NN osadayalimodel
Benzer sekilde ¢ = 1.61803399... sayisina bir rasyonel yaklasim yapalim:

a lar kalan | 1/kalan
a; = 1 @ P
Bn=1+1] ¢ )
Boylece
1
1+ —

1+ =

yani, tim n; degerleri 1 olup, bu ® ye yavas bir yaklasimdir. Bir baska
yaklagim, ®> — ® — 1 = 0 denkleminden ®? = 1 + ® ve buradan (® >0
icin) ® = /1 + ® olup, ® nin ardarda sol tarafta yazilmasiyla

b = \/1—|-\/1—|-\/1+...
iterasyonlarindan elde edilebilir.




N UL U CRUCIBERRRRI  Yasa)dayalmedel
Diger bir yaklasim formiilii ®> — ® — 1 = 0 dan ®? = 1 + ® ve buradan

(® #0igin) @ =1+ 1/P olup P nin bu degerini tekrar tekrar sol tarafta

yerine yazarsak,
O=1+;
@:1+E§

Q=1+—11—

1+ T

1+35

yaklasimlarini elde ederiz ki, tiim n; degerleri 1 dir. Bu ardisik kesirlerden

@ vye bir rasyonel yaklasim dizisi olarak
{1,2,3/2,5/3,8/5,13/8, ...}

elde edilir. Bu dizi ardisik Fibonacci sayilarinin oranlaridan olusmakta olup,
NE 2
L=

D)

bu oranin ® ye yaklastigini gérmiistiik.




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Ayciceginde Fibonacci sayilari I

Altin oran, en irrasyonel sayi olarak, dogada beklenmedik yerlerde
beklenmedik sekilde karsimiza ¢citkmaktadir. Bunlardan biri aycicegi
cekirdeklerinin dizilisinde goriilmektedir.

Fibonacci sayilari aycekirdegi yerlesiminde neden gériinmektedir? Bunu
yanitlamak igin, cekirdeklerin olustugu basit bir modeli géz 6niine alalim.
Olusum asamasinda ¢ekirdeklerin ilk énce cicegin merkezine yakin ¢iktigini
ve cicek biiyiidiikge, merkezden disa dogru (radyal olarak) sabit hizda
hareket ettigini kabul edelim. Dairesel cicek basini doldurmak icin;
merkezde olusan her yeni cekirdegin, radyal olarak hareket etmeden 6nce
sabit bir acida dondiigiinii varsayalim. Ayrica, olusacak cigcek basinin
diizgiin yerlesmis cekirdeklere sahip olmasi anlaminda, dénme agisinin
optimum oldugunu kabul edelim.
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Déniis acisini 27t« ile gosterelim ve 0 < a < 1 kabul edelim. ik dnce,

n < m, ve nve m ortak bdleni olmayan iki dogal sayi olmak iizere, & nin
n/ m seklinde bir rasyonel sayi olma olasiligini géz 6niine alalim. m tane
dénmeden sonra cekirdekler basladiklar cizgiye geleceklerinden dolayi,
olusan cicek basi m tane dogru iizerinde dizilmis olan ¢ekirdekler
icerecektir. @ = 3/5 olan bu tip bir ¢icek basi sekil (a) da goriilmektedir.
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Simdi & nin bir irrasyonel sayi olma olasiligini géz dniine alalim. Bu
durumda ka¢ dénme olursa olsun, cekirdekler basladiklari dogru iizerine
gelemezler. Bu durumda, olusan cicek basi diizgiin yerlesmis cekirdeklere
sahip olmayabilir. Ornegin & = 77 — 3 ise, bu durumda olusan cicek basi
Sekil (b) deki gibi 7 tane saat yéniiniin aksi yoniindeki spiralden olusur. 7
ye iyi bir rasyonel yaklasimin, ondan biraz biiyiik olan 3 + 1/7 oldugunu
yukarida gérmiistiik. Boylece, her yedinci donmede, yeni ¢ekirdek yedi
dénme Onceki ¢ekirdek tarafindan cizilen radyal dogrunun hemen disina
diiser. Bu c¢ekirdekler, biiyiiyen cigcek basi boyunca disa dogru hareket
ederken, her yedi dénmeden sonra saat yoniiniin aksi yéniinde bir spiral
goriintiisii alirlar, ve Sekil (b) deki gibi, ¢icek basinin tamami bu spirallerin
yedi tanesini iceriyor goriiniir.
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Bir ayciceginde en iyi yerlesimle ortaya cikan irrasyonel sayi muhtemelen, 1/ ¢
dir. Ardisik iki Fibonacci sayisinin orani drnegin 21 /34 veya 34 /55 dir. 34/55,
@ ye 21/34 den daha iyi bir yaklasim oldugu icin 55 saat yonii spirali
gozlemlemek, 34 aksi saat yonii spirali goézlemlemekten daha kolay olacaktir ki bu
da gercekten tam olarak bekledigimiz seydir.

“im 50 ] 50 100

Sekil: @ = 21/34 icin bir aycicek basinin goriintiisii. 34 saat 21 aksi yonlii spi?&:ﬁ\
Grafigin MATLAB kodu Ek B dedir. \@ ‘




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali niifustaki tavsanlar.

Fibobacci tavsanlari yasa-dayal bir niifus modeli olup, bunu kullanarak
daha genel bir yaklasim yapabiliriz. Tavsanlari yavru ve yetiskin olarak iki
sinifa ayirabiliriz. Burada, yavrular heniiz ¢iftlesemeyen yeni doganlari,
yetiskinler ise en az bir aylik tavsanlari belirtmektedir. ilk ayin basindaki
yeni dogmus bir cift ile baslayarak, ciftlesen disilerin dogurmalarinin
ardindan, takip eden her ayin basindaki niifusu sayabiliriz. n-yinci ayin
basindaki yeni dogan tavsan ciftlerinin sayisini x; , ile ve en az bir aylik
olan ciftlerin sayisini ise x, , ile gosterelim. Her bir yetiskin ¢ift bir yavru
¢ift dogurdugundan, (n+ 1)-inci ayin basindaki yavru cift sayisi n-yinci
aydaki yetiskin ¢ift sayisina esit oldugundan, ve (n+ 1)-inci ayin basindaki
yetiskin cift sayisi n-yinci aydaki yetiskin ve yavru cift sayisina esit
oldugundan dolay,

Xl,n+1 = Xon
X2.n+1 = Xl,n+X2,n

elde ederiz.
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Matris formunda

X1,n+1 01 X1,n
, — ’ 8
(X2,n+1) (1 1)(X2,n> ®
veya vektdr formunda
Xn+]_ — an (9)

olur. Baslangi¢ kosullari, yetiskinin olmadigi ve sadece bir yavru ciftin

oldugu
o — X1,1 o 1
0= x1 ) \O

ile verilecektir.




(9) sistemi, birinci basamaktan bir lineer fark denklem sistemi olup,
¢oziimii x, = A"v seklinde ararsak, sistem

Lv = Av

Ozdeger problemine doniisiir. ve genel ¢coziimii, ¢i, ¢ keyfi sabitler olmak
lizere
X, = ciA{vi+ASvy (10)

seklindedir. Simdi [A1| > |A,| kabul edersek

x, = Af <c1v1+c2 (3\\1> v2>
2

seklinde yazarsak, |A>/A1| < 1 oldugu igin n — oo igin x, — c1Afvy olur.
Yani niifusun uzun siiredeki asimptotik davranisi sadece A; 6zdegerine ve
karsilik gelen vy 6zvektoriine baglhdir. Fibonacci tavsanlari icin 6zdeger ve
Ozvektorleri bulalim:

—A 1
det(L — Al) = det 1 1_A‘——A(1—A)—1—O @
‘vk::;’fé?‘
veya A2—A—1=0 olup, burada Ay = ® ve Ay = -@ ll_)ululnur,: - %@Jy




@ > @ oldugundan yasa-dayali niifusun uzun-siireli asimptotik davranisini
O 5zdegeri ve karsilik gelen 6zvektor belirler. Ozvektorii belirlemek icin

(L=®l)vy =0
veya denk olarak

—d 1 Vi1 o 0
1 1-& vio /L0
sistemini cozersek, ilk denklemden —®v;; + vio = 0 olup, vi1 = 1 alirsak

vip = ®vy; = D elde ederiz. (®? — ® — 1 = 0 oldugundan birinci
denklem ikincinin —® kati olup ikinci denklem saglanmis olur.) O halde

(1)

olur. vi den elde edilen asimptotik yas-yapisi yetiskinlerin yavrulara
oraninin altin orana yaklastigini yani

m X2,n = v /V = g
0% X1 12/ Vi1 @

oldugunu gostermektedir.




