NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali ayrik model I

Bir ayrik modelde, niifus sayimlari ayrik zamanlarda gerceklenir ve bireyler
dilimlenmis yas siniflarina ayrilirlar. Modelin basitligi icin yas dilimlemeleri

ile sayim siirelerini ayni alalim. (Ornegin bes yilda bir sayim yapmak ve yas
siniflarini 0-4, 5-9 v.s seklinde dilimlemek.) Sayimlarda normalde hem disi

hem de erkekler sayilmakla beraber, burada sadece disileri sayacagiz.

Xi.n, N-yinci sayima gore i-yinci yas sinifindaki disi sayisi; (s1 ilk sayima
kadar canli kalan disi yiizdesi olmak iizere) s;, (i — 1)-inci yas sinifindan
i-yinci yas sinifina gegen (6lmeyen) disi yiizdesi; b;, i-yinci yas sinifindaki
disi basina diisen beklenen disi dogumlarin sayisi; i = 1 ilk yas sinifi, i = k
son yas sinifi olsun. Son yas sinifindan sonra yasayan disi olmasin ve ilk
sayim n = 1 iken yapilsin.
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{Xin+1} lerin {x; ,} ler cinsinden fark denklemlerini olusturacagiz.
Oncelikle, (n+ 1)-inci sayimda yenidoganlar, n-yinci sayim ile (n + 1)-inci
sayim arasinda, farkh dogurganhga sahip, farkl yaslardaki disiler tarafindan
dogurulurlar. Ayrica, bu yeni doganlarin sadece bir kesimi ilk sayimalarina
kadar yasarlar. ikinci olarak, n-yinci sayimda sayilmis olan i-yinci yas
sinifindaki disilerin sadece bir kesimi (n+ 1)-inci sayimda, (/ + 1)-inci yas
sinifinda sayilacak kadar yasarlar. Bu bilgileri uygun olarak tanimlanan
parametrelerle birlestirirsek, {x; ,.1} icin fark denklemleri

Xine1 = S (bixin+ boxon+ -+ bgxk.n)
X2.n+1 = S2X1,n

X3.04+1 = S3X2.n

Xk,n+1 =  SkXk—1,n
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X1,n+1 siby siby --- sibk_1 siby X1,n
X2,n41 S o - 0 0 X2,n
X3,n+1 — O S3 s 0 0 X3,n
Xk,n+1 0 0 cee Sk 0 Xk,n
veya kisaca
Xpa1 = Lx, (11)

sistemi ile belirlenebilir. Burada L matrisi Leslie matrisi olarak adlandirilir.




Bu lineer denklem sistemi Leslie matrisinin 6zdegerleri ve karsilik gelen
ozvektorleri bulunarak ¢dziilebilir. Bunun igin det(L —A/) =0
karakteristik denklemi dogrudan ¢dziilebilir veya (11) sistemi ilk yas
sinifindaki disilerin sayisini veren degiskene gore yiiksek basamaktan tek bir
denkleme doniistiiriilebilir ki bunun icin ikinci denklemden baslarsak;

X2,n+1 = S2X1,n

X3,n+1 = S3Xo.n
5352X1,n—1

Xk.n+l = SkXk—1,n

SkSk—1Xk—2,n—1

= SkSk—1"' " S2X1,n—k—2

elde ederiz. =y




Eger dogumdan i-yinci yas sinifina kadar canh kalan disilerin kesrine
l; = s15) - - - s; dersek ve f; = b;l; alirsak, bu durumda (11) sisteminin ilk
satin

X+l = fixin + Xt n-1 4+ Xt n—kt1 (12)

seklini alir. Burada n > k kabul ediyoruz ki bdylece (n+ 1) sayimda
sayilan tiim disiler ilk sayimdan sonra dogmus olurlar.

(12) de x1,, = A" déniisiimii yapilip, denklem A" ile béliiniirse, hem
gercel hem de karmasik eslenik koklere sahip olabilen,

k .
Y AT =1 (13)
j=1

Euler-Lotka ayrik denklemi elde edilir.




A 6zdegeri belirlendikten sonra, karsilik gelen v 6zvektorii Leslie matrisi
kullanilarak

S1 b1 —A 51 b2 81 bk,1 51 bk %1 0
52 —A - 0 0 Vo 0
0 S3 c 0 0 V3 — 0
0 0 e Sk —A Vi 0

sisteminden bulunabilir.




v = e JAK alip, son satirdan vi_1 = Av, /s, = M/ A Kse = 1 /AL
ve boylece son satirdan basa dogru giderek, vx_o = lx_» A2
Vi = /1/}\ yani

vi= /A (i=1,2,.. k)

elde edilir. Ardisik iki yas sinifinin oranini olusturarak, bu sonuctan ilging
bir anlam ¢ikarabiliriz. Eger A bir baskin 6zdeger(ve niifusta oldugu gibi
gercel ve pozitif) ise, bu durumda asimptotik olarak

Xis1,n/Xin ~ Vig1/Vi
= sip1/A

elde ederiz. {s;} canli kalma oranlarini sabit tutarsak, bu durumda daha
kiiciik pozitif A daha biiyiik bir oran gercekler: az biiyiiyen (veya azalan)
niifus daha hizli biiyiiyen niifusa gére bagil olarak daha yash bireylerden

olusur.
=




NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Eger basitce bir niifusun biiyudiigiinii veya azaldigini belirlersek, disilerin
disi yavru dogurma net beklentisi olarak tanimlanan temel iireme orani Ry
I hesaplayabiliriz. Eger disi 6lmeden hemen 6nce dogurursa, duraganhk
olusur. Eger Ry > 0 ise, bu durumda niifus biiyiir. 3¢ < 0 ise, bu
durumda niifus azalir. Ry, bir disinin tiim yas siniflar iizerinden toplanan,
dogurmasi beklenen disi yavrularin sayisina esittir, yani

k
Ro =) .
i=1

Yaklasik olarak esit sayida erkek ve disiye sahip bir niifus icin g = 1 in
anlami bir disinin tiim hayati boyunca ortalama iki yavru dogurmasidir.
(Fakat insan niifusu i¢in, bu degerin 2.1 olmasi sézkonusudur, ¢iinkii
dogurganlk yasina gelmeden cocuklarin 0.1/2.1 ~ 0.047 yani yaklasik
olarak %5 inin 6ldiigii tahmin edilmektedir. Ulkelerin gecmisteki
demografik yapilar ve gelecekteki tahmini demografik yapilar igin
http://www.census.gov sitesine bakilabilir.)
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NUFUS MODELLERI Yasa dayali model

Yasa-dayali siirekli model I

Bir yas sinifinin (sayimlar arasindaki uzunluga da esit olan) At grup
uzunlugu sifira gidecek sekilde (12) ayrik modelini géz &niine alarak bir
stirekli-zaman modeli olusturabiliriz. n > k i¢in esitligi

k
X1,n = Z fixl,nfi (14)
i=1

seklinde yazilabilir. Ayrik modeldeki ilk yas sinifi iki ardisik sayim arasinda
dogan disileri icermektedir. Siirekli modelde karsilik gelen fonksiyon ise
x1,n = B(t,)AT olmak iizere tiim niifusun disi dogum orani B(t) olacaktir.
Eger n—yinci sayimin bir t, = nAT zamaninda yapildigini varsayarsak, bu
durumda xq ,—; = B(t, — t;)AT olur. f; = b;l; parametresinin siirekli
model karsiligini belirlemek icin, T yasina kadar canli kalan yenidogan
disilerin oranini veren yasa—bagli yasam fonksiyonu y(T) yu, ve T ve
T + AT yaslari arasinda bir disinin dogurdugu ortalama disi sayisini vereﬁ”—@
yasa-bagl dogurganlk fonksiyonu m(7) yu tanimlayalim. %

- - Biyoloji ve Biyokimya Modelleri 38 /
Nuri OZALP (Ankara Universitesi) ——MATEMATIKSEL BIYOLOJI — 41



Yasa-bagli net dogurganlik fonksiyonu f(7) = m(7)y(7) ve T; = iAT ile
birlikte
fi =f(T))AT

esitligine sahibiz. Bu yeni tanimlarla (14) esitligi
k
B(ta)AT =Y f(1;)B(t, — t;)(AT)?
i=1

seklini alir. Esitligi At ile boliip, t; = T; yi gbz 6niine alirsak sag taraf bir
Riemann toplamina donisiir. t, = t alip, disi dogurganlhk yasinin
maksimumundan biiyiik T lar i¢cin f(7) = 0 dersek, AT — 0 durumunda
(14) denklemi

B(t) :/ B(t — 7)f(7)dT (15)
0
esitligine doniisiir. @




(15) denkleminde B(t) = e alirsak, denklem
e’ = / f(t)e' " Tdr
0

seklini alir. Denklemi e’ ile bolersek, Euler-Lotka denkleminin siirekli
formu olan

/Ooo f(t)e"dr=1 (16)

esitligini elde ederiz. (16) denklemi, yasa bagl net dogurganlik fonksiyonu
f(7) verilmek iizere, r ye gore bir integral denklemidir. (7) negatif
olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere, (15) denkleminin tek bir r.
gercek kskiiniin var oldugu ve niifusun e ye asimptotik olarak biiyiidiigii
(r. > 0) veya azaldigi (r. < 0) ispatlanabilir. Niifus biiyiime orani r, asil
biiyiime orani veya Malthusyan parametresi olarak adlandirlir.
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F(r) = / f(t)e"TdT—1 =0 (17)
0
dersek, Newton yontemi ile, bir r = xp tahmini ile baslayarak, ¢6ziimiine
Xpn+1 = Xp — F(Xn)
n+ n F,(Xn)

/ f(t)e*Tdt —1
0

/ Tf(T)e > Tdt
0

— X+ n=012.

ardisik iterasyonlari ile yaklasabiliriz.

Asimptotik olarak kararl bir yas yapisina erisildikten sonra, niifus biiyiimesi

e iistel biiyiimesine benzer davranir ki bu da r, in kisi basi sabit dogum

orani b ve 8liim orani d den bulunabilecegini énermektedir. Gercekten, b
¢ cekten, B,

(7N

ve d nin ifadelerini elde ederek r, = b — d oldugunu goésterebiliriz. ‘:\&_},
¥

o LB = 4= = 9D




